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Streszczenie: w artykule analizowane sg mozliwosci wykorzystania robota do pakowania
towaréw na paletach. Jezeli towary majg zréznicowane wymiary, to istotna jest kolejnosc¢ ich
tadowania. Po pierwsze, zeby robot moégt umiescic towar na czesciowo zatadowanej palecie,
musi mie¢ swobodny dostep do miejsca jego utozenia, tzn. miejsce to nie moze by¢ zastoniete.
Po drugie, sposdb wyboru kolejnych towaréw do pakowania moze mie¢ wptyw na czas
zapakowania palety, gdyz dostarczenie poszczegdlnych towardw z magazynu moze by¢ mniej lub
bardziej czasochtonne. W artykule przedstawiona jest metoda wyznaczania kolejnosci
umieszczania towaréw na palecie przez robota, biorgca pod uwage oba te wzgledy.

W zaproponowanym algorytmie wykorzystuje sie grafowy model reprezentujgcy sposob

zapakowania palety.
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1. Wprowadzenie

Do transportu i sktadowania produktéw czesto wykorzystuje
sie palety. W magazynach na paletach przechowywane sa
towary jednego typu. Zaméwienia ze sklepéw detalicznych zwy-
kle dotycza jednak zréznicowanego asortymentu. W zwiazku
z tym, pojawia konieczno$¢ zatadowania do wysytki wymaga-
nych towaréw na palety i chcac zautomatyzowaé ten proces,
wykorzystuje sie do tego roboty.

Gdy réznorodnosé zamawianych towaréw jest duza, okre-
$lenie sposobu ich ukladania na palecie moze sprawia¢ sporo
trudnosci. Po pierwsze, nalezy wyznaczy¢ wzor upakowania
towaréw, czyli miejsca umieszczenia poszczegdlnych towaréw
na palecie. Dazy si¢ przy tym do tego, aby przestrzen nad
paleta byta w jak najwickszym stopniu wykorzystana. Po dru-
gie trzeba okresli¢ kolejnosé pakowania towaréw przez robota.
W literaturze dos¢ szeroko sa opisane réznorodne metody
i algorytmy wyznaczenia wzoréw upakowania. Obszerny prze-
glad tych metod mozna znalez¢ m.in. w [1, 5, 7, 8].

Artykut dotyczy tej drugiej kwestii, tzn. okreslenia wla-
$ciwej kolejnosci pakowania towaréw. Majac bowiem wyzna-
czony wzor upakowania, nie jest oczywiste w jakiej kolejnosci
poszczegdlne towary powinny by¢ umieszczane na palecie przez
robota. Musi to by¢ taka kolejno$é¢, zeby miejsce ustawienia
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towaru, wynikajace z wzoru upakowania, nie bylo zastoniete
przez inne wczesniej zatadowane produkty. Kolejnos¢ pakowa-
nia spelniajaca taki warunek bedzie nazywana dopuszczalng
kolejnosciq pakowania.

Zwykle istnieje wiecej niz jedna dopuszczalna kolejnosé pako-
wania palety. Mozna sie wtedy zastanawiac, ktéra z nich jest
bardziej korzystna. Bierze tu sie pod uwage to, ze nie wszystkie
towary, ktore maja by¢ zapakowane na palecie sa jednakowo
dostepne. Niektére z nich znajduja si¢ przy stanowisku pakowa-
nia, a inne trzeba dostarczy¢ z magazynu, co wymaga dodatko-
wego czasu. Chodzi wiec o to, aby tak skoordynowaé kolejnosé
pakowania towaréw, aby operacji dostarczania ich z magazynu
bylo jak najmniej.

W rozdziale 2 przedstawiona jest metoda, ktéra pozwala
sprawdzié, czy dla danego wzoru upakowania istnieje dopusz-
czalna kolejnos¢ pakowania towaréw na palecie, uwzglednia-
jaca uwarunkowania pracy robota. Metoda ta wykorzystuje
koncepcje zagregowanych graféw poprzedzania oraz algorytm
multisortowania topologicznego zbioru graféw. Rozdzial 3
dotyczy optymalizacji kolejnoéci pakowania. Przestawiona jest
tam propozycja algorytmu, ktéry mozna zastosowaé w celu
wyboru jak najkorzystniejszej kolejnosci pakowania towarow
na palecie. W rozdziale 4 zawarto koricowe wnioski i podsu-
mowanie.

2. Dopuszczalne kolejnosci pakowania

Towary umieszczane na paletach sa zwykle przewozone w opa-
kowaniach zbiorczych, np. kartonach, zgrzewkach opakowanych
folia, tackach, itp. W dalszej czesci artykutu takie opakowania
beda nazywane paczkami. Maja one przewaznie ksztalty zbli-
zone do prostopadloscianéw i w zwiazku z tym sa ukladane
na paletach réwnolegle do jej bokow.
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Zeby umiescié¢ paczke na palecie, robot musi mieé¢ swobodny
dostep do miejsca jej polozenia. W zaleznosci od konstrukeji
robota i jego zdolnosci manipulacyjnych, te wymagania moga
mieé¢ rézny charakter. W pracy [2] wprowadzono pojecie upa-
kowania robotowego (ang. robot packing). Jest to upakowanie,
ktore da si¢ ulozy¢ startujac z dolnego, tylnego, lewego rogu
palety i wstawiajac kolejne paczki tak, zeby byly one zawsze
nad, przed i z prawej strony poprzednio ulozonych paczek.
Odpowiada to sytuacji, gdy ramie robota pakujacego znaj-
duje sie przed przednia strona palety i do wstawienia paczki
w okreslone miejsce, musi by¢ wolny dostep od géry, od przodu
i z prawej strony. W niniejszym artykule taki sposéb pakowa-
nia bedzie nazywany pakowaniem jednostronnym palety, zas
kolejno$é¢ pakowania towaréw spelniajaca powyzsze warunki —
dopuszczalng kolejnoscig dla pakowania jednostronnego.

Istnieja tez stanowiska pakujace o wiekszej funkcjonalno-
$ci, umozliwiajace pakowanie paczek z kazdej strony palety,
np. przez robota z ramieniem umieszczonym nad paleta lub
poprzez obrét palety. Wystarczy wtedy, zeby robot miat pusta
przestrzen od jednej ze stron palety, a takze od gory i od
co najmniej jednego z bokdéw paczki. Taki sposéb pakowania
palety bedzie nazywany pakowaniem wielostronnym. Oczywi-
Scie dopuszczalna kolejno$¢ pakowania jednostronnego jest tez
kolejnoscia dopuszczalng dla pakowania wielostronnego, ale
odwrotna zalezno$¢ nie zawsze zachodzi.

Dla danego wzoru upakowania, niech N bedzie zbiorem
paczek zapakowanych na palecie. Polozenie tych paczek i € N
jest okreslane przez wspolrzedne (z, ¥, z) ich dolnego, tylnego,
lewego rogu w uktadzie wspétrzednych X, Y, Z, gdzie o X
jest skierowana w prawo, 0§ Y do przodu, a 0§ Z do géry (jak
na rys. 1). Punkt (0, 0, 0) to dolny, tylny, lewy rég palety.
Wymiary poszczegdlnych paczek wzdluz osi X, Y oraz Z beda
oznaczane odpowiednio jako [, w, oraz h.

Okazuje sie, ze nie dla kazdego wzoru upakowania istnieje
dopuszczalna kolejnosé¢ dla pakowania jednostronnego, czy
nawet wielostronnego. Na rys. 1 jest przedstawiony przyktad
upakowania palety, ktore nie da sie utozy¢ stosujac pakowa-
nie jednostronne. Paczka 4 musi by¢ bowiem zaladowana po
paczce 2, bo na niej lezy, a jednoczesnie przed paczka 3, ktora
ja zastania od przodu. Z tego wynika, ze paczka 3 musialby

Rys. 1. Przyktadowe upakowanie palety (paczki 1 i 2 sa identyczne)
Fig. 1. An example packing pattern (items 1 and 2 are identical)
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by¢ ulozona po paczce 2. Jest to jednak niemozliwe, bo paczka
2 zastania paczke 3 z prawej strony.

W przypadku przyktadu z rys. 1 istnieje natomiast kilka
dopuszczalnych kolejnosci dla pakowania wielostronnego, np.
2-3-1-4 z lewej lub od tylnej strony palety. Gdyby jednak trzeba
bylo utozy¢ jeszcze jedna dodatkowa paczke identyczna jak 3
w miejscu o wspolrzednych (1, 0, 0), czyli tuz za paczka 4, to
wéwcezas nie istniataby zadna dopuszczalna kolejnosé nawet
dla pakowania wielostronnego.

W pracy [4] zaproponowano metode wyznaczania dopusz-
czalnych kolejnosci dla pakowania jednostronnego oraz wielo-
stronnego, o ile takie dopuszczalne kolejnoéci istnieja. Metoda
ta bazuje na grafowej reprezentacji upakowania palety [9]. Dla
danego upakowania, graf poprzedzania G, = (V,, E,) dla osi
X to graf skierowany, w ktérym:

— kazdej paczce i € N odpowiada jeden wierzcholek v, € V,,
— istnieje tuk od wierzchotka v, do v, wtedy 1 tylko wtedy, gdy
7, + 1 < T, gdzie [ jest wymiarem paczki i wzdtuz osi X.

Graf G okresla wzajemne polozenie zapakowanych paczek
wzdhuz osi X. Luk od wierzcholka v, do v, w tym grafie oznacza,
ze paczka j znajduje sie catkowicie po prawej stronie paczki
i. Analogicznie zdefiniowane sa grafy poprzedzania G, oraz
G, dla osi Y oraz Z. Kazdy z tych graféw jest zawsze grafem
acyklicznym, tzn. nie zawiera skierowanych cykli. Na rys. 2
sa przedstawione grafy poprzedzania dla upakowania z rys. 1.

Dopuszczalna kolejno$é pakowania paczek mozna wyzna-
czy¢ na podstawie zagregowanych graféw poprzedzania [4].
Dla graféw poprzedzania G, G, G, odpowiadajacych danemu
upakowaniu palety, zagregowany graf poprzedzania to graf skie-
rowany, w ktérym:

— zbiér wierzcholkéw jest taki sam jak w Gy, G, oraz G,,
— istnieje tuk od wierzchotka v, do v, wtedy 1 tylko wtedy, gdy

w jednym z graféow G,, G, badz G, istnieje tuk od v, do v,

i w zadnym z tych graféw nie ma tuku przeciwnie skiero-

wanego, tzn. od v, do v,

Taki zagregowany graf poprzedzania bedzie oznaczany sym-
bolem G, + G, + G, Okresla on dopuszczalng kolejno$¢ pako-
wania przez robota poszczegdlnych par paczek. Jezeli w grafie
G, + G, + G, wystepuje huk od wierzchotka v, do v, to paczka
j jest powyzej, badz z przodu, albo z prawej strony paczki 7,
a zatem przy pakowaniu jednostronnym musi byé¢ pozniej od
niej wstawiona. 7 drugiej strony, jezeli w grafie G\, + G, +
G, wierzcholki v, i v, nie sg potaczone tukiem, to paczki i oraz
Jj nie zaslaniaja si¢ nawzajem i moga by¢ pakowane w dowol-
nej kolejnosci.

W przypadku pakowania wielostronnego mozna ustawiac¢
paczki z dowolnej strony palety. Aby to uwzgledni¢, niech G
bedzie grafem, ktéry rézni sie od grafu poprzedzania G, tym,
ze wszystkie tuki sg przeciwnie skierowane. Graf ten jest wigc
tez grafem poprzedzania, ale w kierunku przeciwnym do osi X
i opisuje dopuszczalng kolejnoéé pakowania elementéw od tej
strony. W analogiczny sposéb zdefiniowany jest graf poprze-
dzania G,. Grafy G, + G, + G, G, + G, + G, G, + G,
+G, G, + G, + G, beda wicc opisywac ograniczenia doty-
czace kolejnosci pakowania paczek z poszczegdlnych czterech

Rys. 2. Grafy poprzedzania dla przyktadu z rys. 1
Fig. 2. The comparability graphs for the example presented in Fig. 1
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stron palety. Grafy te nie zawsze beda grafami acyklicznymi.
Na rys. 3 sa przedstawione zagregowane grafy poprzedzania
dla upakowania z rys. 1.

Na podstawie zagregowanych graféw poprzedzania mozna
okresli¢ dopuszczalng kolejnosé pakowania, stosujac algorytm
multisortowania topologicznego zaproponowany w pracy [4]
o zlozonosci obliczeniowej O(|N|?).

Rys. 3. Zagregowane grafy poprzedzania dla przyktadu z rys. 1
Fig. 3. The aggregated precedence graphs for the example from Fig. 1

W przypadku, gdy zostang ponumerowane wszystkie wierz-
chotki, czyli zmienna n osiagnie wartos¢ 1, to numery przypi-
sane wierzchotkom beda okreslaly dopuszczalna kolejnosé
pakowania paczek na palecie. Jezeli na wejsciu algorytmu zbior
G sklada sie tylko z jednego grafu G, + G, + G, to bedzie to
dopuszczalna kolejnoéé dla pakowania jednostronnego. Wtedy
algorytm multisortowania topologicznego sprowadza sie do
dobrze znanego w teorii graféw klasycznego sortowania topo-
logicznego [3]. Jezeli zbior G bedzie sig sktadal z czerech gra-
fow: G, + G, + G, G, + G, + G, G, + G, +G,, G, +
G, + G, to algorytm multisortowania topologicznego bedzie
wyznacza¢ dopuszczalna kolejno$¢ dla pakowania wielostron-
nego. Gdy zmienna n nie osiagnie wartosci 1, gdyz w kazdym
z graféw ze zbioru G wystepuje cykl, to nie istnieje dopusz-
czalna kolejno$¢ pakownia, czyli robot nie jest w stanie bezko-
lizyjnie zapakowaé wszystkich paczek zgodnie z zadanym
wzorem upakowania palety.

Krzysztof Pienkosz

W algorytmie multisortowania topologicznego dokonujemy
w istocie tak jakby rozpakowywania palety, zdejmujac w kaz-
dym kroku jedna paczke, ktora nie jest zastonieta dla robota.
Odwrotna kolejnosé odpowiada wiec dopuszczalnej kolejnosci
pakowania i dlatego w kolejnych iteracjach wierzchotkom sa
przypisywane malejace numery. Zapamietujac typ grafu zagre-
gowanego, w ktorym znaleziono wierzchotek bez wychodzacych
tukéw, mamy tez informacje, od ktérej strony palety nalezy
wstawi¢ paczke reprezentowana przez ten wierzchotlek.

Analizujac dopuszczalno$é pakowania przykladu z rys. 1
w przypadku pakowania jednostronnego, nalezy zastosowaé
algorytm multisortowania topologicznego tylko dla grafu
G,+ G, + G, (rys. 3). Okaze si¢ wowczas, ze juz w pierwszej
iteracji zostanie wykryty cykl, gdyz w tym grafie nie ma wierz-
chotka bez wychodzacych tukéw. Ten cykl tworza wierzchotki
2, 4, 3. Oznacza to, ze nie istnieje dopuszczalna kolejnosé dla
pakowania jednostronnego.

W przypadku pakowania wielostronnego, algorytm multisor-
towania topologicznego nalezy zastosowaé dla wszystkich czte-
rech zagregowanych graféw poprzedzania z rys. 3. W pierwszej
iteracji algorytmu zostanie wybrany wierzcholek 4, bo jest to
jedyny wierzcholek, ktéry nie ma wychodzacych tukéw ani
w grafie G, + G, + G, aniw G, + G, + G, Paczka 4
musi wigc by¢ umieszczana jako ostatnia albo z tylu palety
(z kierunku przeciwnego do osi V'), albo z lewej strony (kieru-
nek osi X), badZ prawej strony (kierunek przeciwny do osi X).
W drugiej iteracji bedzie wybrany wierzchotek 1 lub 2, a potem
pozostate wierzchotki w dowolnej kolejnoséci. W zwiazku z tym
istnieja cztery dopuszczalne kolejnosci dla pakowania wielo-
stronnego: 2-3-1-4, 3-2-1-4, 1-3-2-4 oraz 3-1-2-4.

3. Optymalizacja kolejnosci pakowania

Niezaleznie od tego, czy mamy do czynienia z pakowaniem
jednostronnym czy wielostronnym, czesto istnieje kilka dopusz-
czalnych kolejnosci pakowania dla zadanego wzoru upako-
wania. Biorac pod uwage dostepnosé poszczegdlnych typdw
paczek, nie wszystkie kolejnosci sa jednakowo korzystne. Doty-
czy to zwlaszcza sytuacji, gdy trzeba zapakowaé nie poje-
dyncze paczki, ale wicksza liczbe paczek tego samego typu,
np. 10 zgrzewek wody mineralnej, 5 kartonéw masta, 6 tacek
tego samego jogurtu, itp. We wzorze upakowania jednakowe
paczki moga by¢ rozmieszczone w réznych miejscach na pale-
cie, niekoniecznie obok siebie.

Do stanowiska pakowania dostarcza sie z magazynu palety
magazynowe zaladowane jednakowymi paczkami. Po pobraniu
i zapakowaniu stosownej liczby takich paczek, zeby umiesci¢
paczki innego typu na pakowanej dla odbiorcy palecie, trzeba
dostarczyé z magazynu palete z tymi paczkami i zastgpié
poprzednig palete magazynowa. Operacja ta bedzie nazy-
wana przestawianiem palet magazynowych. Przestawianie palet
magazynowych jest czasochlonne, gdyz wiaze si¢ z odstawie-
niem poprzedniej palety magazynowej i dostarczeniem nowej.
Dlatego w procesie optymalizacji, majac do wyboru kilka
dopuszczalnych kolejnosci pakowania palety, warto wybraé taka
kolejno$é, ktéra wymaga najmniejszej liczby operacji przesta-
wiania palet magazynowych. Ponizej zostanie przedstawiona
propozycja algorytmu, ktéry dokonuje takiej optymalizacji.

Proponowany algorytm optymalizacji kolejnosci pakowania
paczek na palecie bazuje na grafowej reprezentacji upakowania
w postaci zagregowanych graféw poprzedzania i jest rozwinie-
ciem koncepcji multisortowania topologicznego. Wyznaczajac
dopuszczalna kolejnosé pakowania paczek na palecie, w kazdej
iteracji algorytmu multisortowania topologicznego, spoéréd
wierzchotkéw, z ktérych nie wychodzi zaden tuk, jest wybierany
wierzcholek dowolny. Aby okresli¢ najkorzystniejsza kolejnosé
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pod wzgledem liczby przestawien palet magazynowych, nale-
zaloby wziaé pod uwage wszystkie mozliwosci wyboru takich
wierzchotkéw. W rezultacie rozpatrzenia réznych mozliwosci
jest tworzone drzewo przegladu. Kazda $éciezka od liscia do
korzenia takiego drzewa reprezentuje wtedy jedna z dopusz-
czalnych kolejnosci pakowania, sposréd ktorych nalezy wybrad
wariant z najmniejsza liczba przestawien. Poszczegdlne wierz-
chotki drzewa maja tyle galezi, ile w zagregowanych grafach
poprzedzania odpowiadajacych paczkom, ktére jeszcze nie byly
rozpatrywane, jest wierzchotkéw bez wychodzacych tukéw.

Aby ograniczy¢ wielko$¢ drzewa i proces przegladu takiego
drzewa, mozna, podobnie jak w metodzie podziatu i oszaco-
wan [6], wykorzystaé oszacowania. Niech w trakcie budowania
drzewa przegladu, N, oznacza zbiér paczek, ktére jeszcze nie
byly rozpatrywane w danej galezi, a K(N) zbiér réznych typow
paczek w zbiorze N . Gdy nie ma zadnych identycznych paczek
w zbiorze N, to oczywiscie K(N,) = N, ale w ogblnym przy-
padku |K(N )| < |N|. Niech LB(N,, u) oznacza dolne oszaco-
wanie na liczbe przestawien, ktére trzeba bedzie dokonaé¢ dla
zaladowania paczek ze zbioru N, zakladajac, Ze bezposred-
nio przed paczka reprezentowana przez wierzcholek v bedzie
pakowana paczka u. Mozemy przyjaé, ze LB(N , u) = |K(N )|,
gdy paczka u jest innego typu niz vi LB(N,, u) = |K(N)| — 1,
gdy paczka u jest taka sama jak v. To oszacowanie bedzie
stosowane po pierwsze, zeby okresli¢, ktore gatezie drzewa
nalezy w pierwszej kolejnosci rozpatrywaé. Drzewo przegladu
bedzie rozbudowywane w glab z wyborem w pierwszej kolejno-
Sci tego wierzchotka, dla ktérego oszacowanie jest najmniejsze.
Po drugie, oszacowanie bedzie wykorzystywane do pomijania
w przegladzie galezi, dla ktérych na podstawie tego oszacowa-
nia mozna stwierdzi¢, ze na pewno nie prowadza do lepszych
rozwigzan od juz znalezionych.

Schemat algorytmu optymalizacji kolejnoéci pakowania
paczek na palecie jest przedstawiony ponizej w postaci reku-
rencyjnej procedury OPTSEQ. Parametry v, N, n, p maja
charakter lokalny i oznaczaja kolejno:

— v — wierzcholek odpowiadajacy paczce, ktora zostala roz-
patrzona jako dotychczas ostatnia,
— N, — zbidr paczek do rozpatrzenia, ktére pozostaty po ponu-

merowaniu wierzchotka v,

— n — numer okreslajacy kolejnoéé pakowania,
— p — liczba koniecznych przestawien dla dostarczenia juz
rozpatrzonych paczek.

Zmienna p,_  jest globalna i okresla liczbe przestawien dla
najlepszej znalezionej kolejnoéci pakowania. Symbol G(N)
oznacza za$ zbior zagregowanych graféw poprzedzania z G,
zredukowanych do wierzchotkéow odpowiadajacych tylko pacz-
kom ze zbioru N, czyli zawierajacych tylko te wierzchotki
i tuki miedzy nimi.

Rys. 4. Drzewo przegladu dla przyktadu z rys. 1
Fig. 4. The search tree for the example presented in Fig. 1
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Wartoéci poczatkowe przy pierwszym wywolaniu procedury
OPTSEQ sa nastepujace: v =0, N = N, n = |N|, p = 0,
P, = |N| + 1. Dla formalnosci, dostarczenie pierwszej palety
magazynowej na stanowisko pakowania tez jest traktowane
jako operacja przestawienia. Dlatego v = 0 jest sztuczna war-
toscia poczatkowa, aby na poczatku to przestawienie byto réw-
niez zliczane w zmiennej p. Podobnie sztuczna — zawyzona
wartodcig poczatkows jest p . = |N| 4 1. Wszystkich przesta-
wient moze by¢ co najwyzej |N|, wiec jezeli w trakcie wykony-
wania algorytmu wartos¢ zmiennej p, . sie nie zmniejszy i taka
pozostanie po zakonczeniu algorytmu, to oznacza, ze nie ist-
nieje dla robota zadna dopuszczalna kolejnosé jej pakowania.

Powyzszy algorytm wyznacza optymalna kolejno$¢ pakowa-
nia paczek na palecie lub stwierdza, ze nie ma zadnej dopusz-
czalnej kolejnosci pakowania. Algorytm mozna nieco usprawnié
konczac go w momencie, gdy p, . osiagnie wartoi¢ |K(N)|,
bedaca dolnym oszacowaniem liczby przestawien dla zbioru
wszystkich paczek N. Lepszego rozwiazania juz si¢ bowiem nie
uzyska, dalej kontynuujac obliczenia. Jezeli w liscie T jest kilka
wierzchotkéw o takim samym oszacowaniu LB(N , u), to warto
w pierwszej kolejnoéci rozpatrywaé te, ktore odpowiadaja naj-
liczniej wystepujacym paczkom w zbiorze N .

Przesledzmy dziatanie powyzszego algorytmu dla przyktadu
upakowania z rys. 1 i pakowania wielostronnego. Paczki 1 i 2
sa jednakowe, natomiast pozostale sa innych typoéw. Drzewo
przegladu tworzone podczas poszukiwania optymalnej kolejno-
$ci pakowania dla tego przyktadu jest przedstawione na rys. 4.

Na poczatku, przy pierwszym wywolaniu procedury rekuren-
cyjnej OPTSEQ mamy v =0, N, = N = {1, 2, 3, 4}, n = 4,
p = 0oraz p = 5. Zbiér G(N,) sklada si¢ z zagregowanych
graféw poprzedzania przedstawionych na rys. 3. Jedynym
wierzchotkiem, z ktérego nie wychodzi zaden tuk w przynaj-
mniej w jednym z tych graféw jest wierzcholek 4, a zatem
zostanie mu przypisany numer n = 4. Oznacza to, ze paczka 4
bedzie pakowana jako ostatnia. Na stanowisko pakowania musi
wiec by¢ dostarczona paleta magazynowa z paczka 4, a zatem
p przyjmuje wartos$c 1.
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Przy drugim (rekurencyjnym) wywolaniu procedury
OPTSEQ jest v =4, N, = {1, 2, 3}, n = 3 oraz p = L.
W zredukowanych zagregowanych grafach poprzedzania nie
bedzie juz wierzchotka 4 i wéwczas wierzcholek 1 nie bedzie
mial wychodzacych tukéw np. w grafie G, + G, + G,
a wierzchotek 2 w grafie G, + G, + G, Lista T bedzie
skladala sie z tych dwoch wierzchotkéw i w drzewie przegladu
pojawia sie dwie galezie. Paczki 11 2 sa jednakowe, ale inne
niz paczka 3 i rozpatrywana wczesniej paczka 4. Zatem dla
obu tych wierzchotkéw mamy takie samo oszacowanie
LB({1, 2, 3}, 1) = LB({1, 2, 3}, 2) = |K({1, 2, 3})| = 2.
Zostanie wiec wybrany dowolny z nich np. wierzchotek 1
i zwiekszy sie wtedy liczba przestawien do p = 2.

Przy trzecim wywolaniu procedury OPTSEQ bedzie v = 1,
N, = {2, 3}, n = 2 oraz p = 2. W zredukowanych zagrego-
wanych grafach poprzedzania zbioru G(N,) wystapia wiec
tylko wierzchotki: 2 i 3. W grafie G, + G, + G, wierzcho-
tek 2 nie bedzie mial wychodzacego tuku, a w grafie
G, + G, + G, wierzcholek 3. Pojawia si¢ wiec znowu
dwie galezie w drzewie przegladu. Ze wzgledu na to, ze gate-
zie te wychodza z wierzchotka 1, ktory reprezentuje taka
samag paczke jak wierzchotek 2, to wierzcholek 2 bedzie roz-
patrywany i ponumerowany jako nastepny. Ma on bowiem
mniejsze dolne oszacowanie niz wierzchotek 3. Nie zwigkszy
sie przy tym liczba przestawien i pozostanie p = 2.

Przy czwartym wywotaniu procedury OPTSEQ, zagre-
gowane grafy poprzedzania zredukuja sie do tylko jednego
wierzchotka — wierzchotka 3. Zostanie mu przypisany numer
n = 1 i liczba przestawien si¢ zwigkszy do p = 3. W tym
momencie uzyskujemy pierwsze pelne rozwiazanie dopusz-
czalne odpowiadajace kolejnosci pakowania 3-2-1-4 z p = 3
przestawieniami. Zmienna p przyjmie warto$¢ 3. Po
wyznaczeniu tego rozwiazania, nastapi rekurencyjny powrot
w drzewie przegladu i beda rozpatrywane dwie pozostale
boczne galezie. Poniewaz jednak z oszacowan wynika, ze
w obu tych gateziach nie uzyskamy mniejszej liczby prze-
stawienl niz 3 (linia 4 procedury OPTSEQ), wiec galezie te
nie beda dalej rekurencyjnie rozbudowywane i algorytm sie
zakoniczy. Wynika z tego, ze kolejnos¢ pakowania 3-2-1-4
z trzema przestawieniami, jest rozwigzaniem optymalnym.
Nie ma innej dopuszczalnej kolejnosci pakowania z mniejsza
liczba przestawien.

Algorytm mozna bylo tez zakoriczy¢ wezesniej bez koniecz-
noéci rozpatrywania bocznych galezi, bo w momencie wyzna-
czenia pierwszego dopuszczalnego rozwiazania, zmienna p,
przyjela warto$¢ 3 réwna |K(N)|, czyli dolnemu oszacowaniu
na liczbe wszystkich mozliwych przestawien. Zatem takie
rozwiazanie musi by¢ optymalne, bo na podstawie wartosci
oszacowania | K(N)| mamy pewnosé, ze lepszego rozwiazania
juz nie ma.

4. Podsumowanie

W artykule zaproponowano metode wyznaczania kolejno-
$ci pakowania towaréw na palecie, ktéra bierze po uwage
zaréwno mozliwosé, jak i efektywnosé realizacji tego procesu
przez robota. Pokazano jak mozna zastosowaé¢ te metode
w przypadku, gdy robot jest w stanie pakowac¢ towary tylko
z jednej strony palety oraz bardziej uniwersalnego stanowi-
ska pakujacego, gdy mozna umieszczaé towary z réznych jej
stron. Przy wyznaczaniu najkorzystniejszej kolejnosci pako-
wania towaréw istotne znaczenie ma wykorzystanie grafowej
reprezentacji upakowania palety oraz zastosowanie oszaco-
wan, ktére pozwalaja znaczaco ograniczy¢ wielko$é drzewa
przegladu i czas obliczen.

Krzysztof Pienkosz
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Optymalizacja kolejnosci pakowania towarow na paletach

Optimization of the Loading Sequence of Goods on Pallets

Abstract: in the paper the capability of using a robot to pack goods on pallets is analyzed.

If the goods have different dimensions, the sequence in which they are loaded is important. First,
in order to place the goods on a partially loaded pallet, the robot must have free access to their
location, i.e. the location must not be covered. Second, the way in which the next goods to be
packed are selected can affect the time it takes to load a pallet, since it can take more or less time
to deliver individual goods from the warehouse. This paper presents a method for determining the
order in which goods should be placed on a pallet by a robot, taking into account both of these
considerations. The proposed algorithm uses the graph model representing a pallet packing.

Keywords: pallet loading, packing sequence, robot packing, aggregated precedence graphs, topological sort
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