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 MODEL KOORDYNACJI TRAJEKTORII EFEKTORÓW DWÓCH 
MANIPULATORÓW KARTEZJA�SKICH Z UWZGL�DNIENIEM

DYNAMIKI UK�ADÓW NAP�DOWYCH

W pracy przedstawiono model dwóch manipulatorów kartezja�skich p�askich
obejmuj�cy dynamik� uk�adów nap�dowych elektrycznych z silnikami pr�du
sta�ego. Przedstawiono przyj�te za�o�enia upraszczaj�ce. Do generowania 
warto�ci zadanych po�o�enia wykorzystano algorytm koordynacji trajektorii 
z proporcjonalno-ca�kuj�c� korekcj� zaprogramowanego ruchu prostoliniowego 
do po�o�enia docelowego. Dla wybranych parametrów modelu przeprowadzono 
symulacje i przedstawiono wyniki. 

A TRAJECTORY COORDINATION MODEL OF TWO CARTESIAN 
MANIPULATORS WITH DRIVES DYNAMICS 

A model of two planar Cartesian manipulators including dynamics of electric 
drives with DC motors is presented in the paper. For position set values 
generation an algorithm of trajectory coordination with proportional-integral 
correction of programmed linear motion to the final position is used. For selected 
values of model parameters simulations were carried out and results are 
presented.

1. WST�P
Prace dotycz�ce koordynacji pracy robotów ukierunkowane s� na realizacj� zada�
niemo�liwych lub trudnych do wykonania przez pojedyncze roboty. Zadaniem takim jest 
transport du�ych i ci��kich przedmiotów, który nie mo�e by� zrealizowany przez pojedynczy 
manipulator, ale mo�e by� wykonany przez dwa manipulatory dzia�aj�ce w skoordynowany 
sposób. Realizacja takiego zadania przez dwa manipulatory wymaga sterowania, które 
uwzgl�dnia ograniczenia wynikaj�ce z równoczesnej pracy manipulatorów. Mo�e to by�
zrealizowane przez sterowanie centralne lub rozproszone. W przypadku sterowania 
centralnego jeden uk�ad sterowania steruje prac� dwóch robotów. Rozwi�zania dostarczane 
przez firmy produkuj�ce roboty przemys�owe umo�liwiaj� sterowanie dwoma robotami 
o 6 stopniach swobody. W przypadku sterowania rozproszonego ka�dy robot sterowany jest 
przez oddzielny uk�ad sterowania, który realizuje zaprogramowane zadanie ruchu, 
równocze�nie uwzgl�dniaj�c ograniczenia wynikaj�ce z faktu ci�g�ego wspó�dzia�ania
z drugim robotem. 
W pracy [2] przedstawiono algorytm generowania trajektorii manipulatorów kartezja�skich
w ruchu p�askim dla realizacji zada� transportowych. Zadanie sformu�owano nast�puj�co:
dwa manipulatory kartezja�skie maj� zrealizowa� zadanie transportu elementu, wykonuj�c
równocze�nie ruch z bie��cego po�o�enia pocz�tkowego do zaprogramowanego po�o�enia
docelowego z zadan� pr�dko�ci�. Za�o�ono, �e trajektoria ka�dego z manipulatorów 
generowana jest przez ten sam algorytm, przy czym parametry generowania trajektorii dla 
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ka�dego z manipulatorów mog� by� ró�ne. Przyj�to, �e uk�ad sterowania jednego 
manipulatora posiada informacje o aktualnym po�o�eniu efektora drugiego manipulatora, ale 
nie posiada informacji dotycz�cych jego zaprogramowanego po�o�enia docelowego 
i zaprogramowanej pr�dko�ci ruchu. Trajektorie ruchu mia�y by� generowane on-line w 
trakcie realizacji ruchu. Celem by�o wygenerowanie takich trajektorii, aby zmiany odleg�o�ci
efektorów manipulatorów w trakcie realizacji ruchu by�y mo�liwie ma�e. Generowany ruch 
efektora sk�ada� si� z dwóch ruchów sk�adowych: ruchu w kierunku zaprogramowanego 
po�o�enia docelowego ze sta�� zaprogramowan� pr�dko�ci� oraz ruchu korekcyjnego w 
kierunku ��cz�cym efektory manipulatorów (kierunku transportowanej belki). Pr�dko�� ruchu 
korekcyjnego jest sum� cz��ci proporcjonalnej do zmiany odleg�o�ci pomi�dzy efektorami 
manipulatorów i cz��ci proporcjonalnej do ca�ki ze zmiany odleg�o�ci pomi�dzy efektorami 
manipulatorów. Dla powy�szych za�o�e� zbudowano model i przeprowadzono symulacje. 
W modelu przedstawionym w [2] nie uwzgl�dniono parametrów dynamicznych uk�adów
nap�dowych manipulatorów oraz wyst�puj�cego pomi�dzy efektorami manipulatorów 
oddzia�ywania si�owego. Wygenerowane warto�ci zadane po�o�enia traktowane by�y jako 
rzeczywi�cie zrealizowane i jako takie przyjmowane do oblicze� kolejnych warto�ci
zadanych. W uk�adzie rzeczywistym serwonap�du wyst�puje uchyb regulacji - w trakcie 
realizacji ruchu ze sta�� pr�dko�ci� po�o�enie rzeczywiste ró�ni si� do po�o�enia zadanego. 
Warto�� tej ró�nicy zale�y od parametrów dynamicznych nap�du oraz zadanej pr�dko�ci
ruchu. Algorytm generowania trajektorii wylicza zadan� warto�� po�o�enia na podstawie 
zmiany odleg�o�ci pomi�dzy efektorami manipulatorów, a wi�c na podstawie rzeczywistego 
po�o�enia efektorów obydwu manipulatorów. Dlatego efekt dzia�ania algorytmu – 
generowana trajektoria ruchu – oraz realizacja wygenerowanej trajektorii b�d� zale�e� od 
parametrów dynamicznych nap�dów manipulatorów. 

2. MODEL SYMULACYJNY KOORDYNACJI TRAJEKTORII 
2.1. Za�o�enia przyj�te przy budowie modelu 
Przy budowie modelu przyj�to poni�sze za�o�enia upraszczaj�ce:
�� zadanie transportu realizowane jest przez dwa takie same (o identycznych uwzgl�dnianych

w modelu warto�ciach parametrów dynamicznych) manipulatory kartezja�skie,
�� zakresy ruchów manipulatorów oraz ich wzajemne usytuowanie (niezmienne w trakcie 

realizacji ruchu) s� takie, �e mo�liwa jest realizacja zaprogramowanego ruchu z bie��cego
po�o�enia pocz�tkowego do po�o�enia docelowego z uwzgl�dnieniem korekcji trajektorii 
ruchu,

�� odpowiednie osie obydwu manipulatorów s� wzajemnie równoleg�e,
�� w cz��ci mechanicznej nap�dów manipulatorów nie wyst�puj� luzy, pomija si� podatno��

i t�umienie - cz��� mechaniczna nap�du jest traktowana jako idealny element 
proporcjonalny,

�� opory ruchu s� proporcjonalne do pr�dko�ci ruchu, 
�� oddzia�ywanie si�owe pomi�dzy manipulatorami wyst�puje tylko w kierunku ��cz�cym 

efektory manipulatorów, po��czenie pomi�dzy manipulatorami jest traktowane jako 
liniowe po��czenie spr��yste,

�� model nap�du uwzgl�dnia ograniczenia pr�dko�ci ruchu i ograniczenie obci��enia
(pr�du/momentu) do maksymalnych warto�ci dopuszczalnych dla dobranych silników. 
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2.2. Model koordynacji trajektorii manipulatorów 
Na rys. 1 przedstawiono schemat blokowy modelu koordynacji trajektorii manipulatorów. 
Blok Gen. W.Z. odpowiedzialny jest za generowanie w czasie rzeczywistym warto�ci
zadanych po�o�enia. Modu� ten realizuje algorytm przedstawiony w pracy [2]. Warto��
zadana po�o�enia dla manipulatora A )(tY A
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Rys. 1. Schemat blokowy modelu koordynacji trajektorii 

Modu� Manipulator A obejmuje model dynamiczny manipulatora zbudowany z 
wykorzystaniem za�o�e� przedstawionych w rodziale 2.1. Modu� ten sk�ada si� z modeli 
dwóch sterowanych po�o�eniowo nap�dów z silnikami pr�du sta�ego, z p�tlami sprz��enia
zwrotnego pr�dko�ciowego i pr�dowego. Struktur� pojedynczej osi nap�dowej przedstawiono 
na rys. 2. 
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Rys. 2. Schemat blokowy pojedynczej osi uk�adu nap�dowego manipulatora [1] 

Cz��� mechaniczna manipulatora zbudowana jest przy wykorzystaniu modu�ów liniowych 
z nap�dem �rubowo–tocznym firmy HIWIN. Dla obydwu osi manipulatora przyj�to modu�y
KK100 o maksymalnym przemieszczeniu równym 1,1 metra [3]. Jako silniki nap�dowe
wykorzystano silniki pr�du sta�ego firmy BALDOR. Dla osi X przyj�to silnik MT-2250-A, dla 
osi Y silnik MT-3353-D [4]. 
Zestawienie warto�ci parametrów zbudowanego modelu zamieszczono w tabeli 1. 
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Tabela 1. Warto�ci parametrów modelu 
L.p. Nazwa parametru [jednostki] Nap�d osi X Nap�d osi Y 
1 Model silnika MT-2250-A MT-3353-D 
2 Sta�a momentowa [Nm/A] 0,115 0,159 
3 Sta�a napi�ciowa [V/rad/s] 0,115 0,159 
4 Moment bezw�adno�ci wirnika silnika [kg*m2] 0,000054 0,000184 
5 Rezystancja uzwoje� wirnika [�] 2,3 1,8 
6 Indukcyjno�� uzwoje� wirnika [H] 0,0058 0,004 
7 Dopuszczalny ci�g�y pr�d wirnika [A] 3,42 4,9 
8 Wspó�czynnik wzmocnienia regulatora po�o�enia

[1/s] 
10 10 

9 Wspó�czynnik wzmocnienia regulatora pr�dko�ci
[1/s]  

30 30 

10 Czas zdwojenia regulatora pr�dko�ci [s] 0,005 0,005 
11 Wspó�czynnik wzmocnienia regulatora pr�du

[1/s]  
20 20 

12 Czas zdwojenia regulatora pr�du [s] 0,01 0,01 
13 Wspó�czynnik wzmocnienia wzmacniacza 5 5 
14 Skok �ruby poci�gowej [m/obr] 0,02 0,02 
15 Zredukowany na wa� silnika moment 

bezw�adno�ci cz��ci mechanicznej [kg*m2]
0,000331 0,000566 

16 Zakres ruchu osi [m] 1,1 1,1 
17 Maksymalna pr�dko�� ruchu liniowego efektora 

manipulatora [m/s] 
1,38 1,00 

18 Wspó�czynnik wzmocnienia pr�dko�ci ruchu 
korekcyjnego [1/s] 

3 3 

19 Czas zdwojenia pr�dko�ci ruchu korekcyjnego [s] 0,5 0,5 

2.3. Wyniki eksperymentu symulacyjnego 
Symulacja skoordynowanego dzia�ania manipulatorów przy transporcie belki zosta�a
przeprowadzona dla konfiguracji pokazanej na rys. 3. 
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Symulacj� przeprowadzono dla danych (podane warto�ci wspó�rz�dnych wyra�one s�
w metrach): 
AS – po�o�enie pocz�tkowe efektora manipulatora A – punkt o wspó�rz�dnych (0,4; 0,9)
w uk�adzie XAYA.
AE – po�o�enie docelowe efektora manipulatora A – punkt o wspó�rz�dnych (0,4; 0,1)
w uk�adzie XAYA.
BS – po�o�enie pocz�tkowe efektora manipulatora B – punkt o wspó�rz�dnych (0,6; 0,1)
w uk�adzie XBYB.
BE – po�o�enie docelowe efektora manipulatora B – punkt o wspó�rz�dnych (0,6; 0,9)
w uk�adzie XBYB.
Po�o�enie uk�adu wspó�rz�dnych XBYB wzgl�dem uk�adu wspó�rz�dnych XAYA okre�laj�
wspó�rz�dne (1,8; 0).
Zaprogramowane pr�dko�ci ruchu: efektora manipulatora A – VA

p=0,1[m/s], efektora 
manipulatora B – VB

p=0,05[m/s].

2.3.1 Trajektorie bez uwzgl�dniania dynamiki uk�adów nap�dowych
Na rys. 4 przedstawiono wygenerowane trajektorie efektorów manipulatorów (warto�ci
zadane po�o�enia) dla podanych powy�ej danych wej�ciowych. Trajektorie zosta�y
wygenerowane na podstawie algorytmu zamieszczonego w pracy [2] bez uwzgl�dnienia
dynamiki uk�adów nap�dowych manipulatorów. Trajektorie na rys. 4 zosta�y przedstawione 
w uk�adzie wspó�rz�dnych XA

0YA
0 (zaznaczonym na rys. 3). Bia�ymi liniami zaznaczono 

kolejne po�o�enia belki – ich niesymetryczne rozmieszczenie wynika z ró�nych zadanych 
pr�dko�ci ruchu VA

p oraz VB
p efektorów obydwu manipulatorów. 

Rys. 4. Wygenerowane trajektorie efektorów 

Rys. 5 przedstawia zmiany odleg�o�ci efektorów manipulatorów dla wygenerowanych 
trajektorii w warto�ciach bezwzgl�dnych odleg�o�ci wyra�onych w metrach (delta lA) oraz 
jako warto�ci procentowe pocz�tkowej odleg�o�ci efektorów (delta LA procent).
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Rys. 5. Zmiany odleg�o�ci efektorów manipulatorów 

2.3.2 Trajektorie przy uwzgl�dnieniu dynamiki uk�adów nap�dowych
Algorytm koordynacji trajektorii zosta� zastosowany do generowania warto�ci zadanych 
po�o�enia dla modeli dwóch p�askich manipulatorów kartezja�skich. Modele te uwzgl�dniaj�
dynamik� uk�adów nap�dowych (za�o�enia – rozdzia� 2.1, warto�ci parametrów – tabela 1).  
Na rys. 6 przedstawiono wyniki symulacji dla modelu bez oddzia�ywania si�owego pomi�dzy
efektorami manipulatorów: (a) – zmian� odleg�o�ci pomi�dzy efektorami manipulatorów 
(deltaL A), (b) – wzgl�dn� zmian� odleg�o�ci pomi�dzy efektorami manipulatorów (deltaL
A(%)), (c) – uchyb po�o�enia osi X manipulatora A (EAx), (d) – uchyb po�o�enia osi Y
manipulatora A (EAy), (e) – pr�d wirnika silnika osi X manipulatora A (IAx), (f) – pr�d
wirnika silnika osi Y manipulatora A (IAy). Wyznaczone zmiany odleg�o�ci pomi�dzy
efektorami manipulatorów s� wi�ksze w porównaniu z wynikami uzyskanymi dla modelu nie 
uwzgl�dniaj�cego dynamiki uk�adów nap�dowych (rys. 5). Spowodowane jest to 
wyst�powaniem w uk�adzie nap�dowym uchybu po�o�enia.
a) c) e) 

b) d) f) 

Rys. 6. Wyniki symulacji bez oddzia�ywania si�owego

Wyst�puj�ce w trakcie ruchu zmiany odleg�o�ci pomi�dzy efektorami manipulatorów, przy 
za�o�eniu spr��ystego po��czenia pomi�dzy efektorami manipulatorów, powoduj�, �e
manipulatory wzajemnie na siebie oddzia�uj� z si�� proporcjonaln� do zmiany odleg�o�ci. To 
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oddzia�ywanie jest 	ród�em dodatkowego obci��enia uk�adów nap�dowych manipulatorów. 
Na rys. 7 przedstawiono wykresy wielko�ci (jak na rys. 6) przy uwzgl�dnieniu oddzia�ywania
si�owego dla dwóch ró�nych warto�ci wspó�czynnika sztywno�ci C po��czenia pomi�dzy
efektorami manipulatorów: (a) – C = 12560 N/m, (b) – C = 18840 N/m. Warto��
wspó�czynnika C = 12560 N/m odpowiada, przy pomini�ciu strat, obci��eniu wa�ka silnika 
momentem 0,4 Nm przy zmianie odleg�o�ci pomi�dzy efektorami o 0,01 m.
a)

b)

Rys. 7. Wyniki symulacji z uwzgl�dnieniem oddzia�ywania si�owego

Dodatkowe obci��enie uk�adów nap�dowych, b�d�ce wynikiem oddzia�ywania pomi�dzy
manipulatorami, ma wp�yw na realizacj� zadanej trajektorii ruchu. W przypadku, gdy 
obci��enie osi�ga dopuszczalne ci�g�e obci��enie silnika nap�dowego (dopuszczalny ci�g�y
pr�d wirnika), dzia�anie przejmuje obwód regulacji pr�du. Na rys. 7b na wykresie IAx
widoczne jest w pocz�tkowych chwilach symulacji (do oko�o 1 s) ograniczenie warto�ci
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pr�du do dopuszczalnej warto�ci maksymalnej. Dla czasu odpowiadaj�cego ograniczeniu 
warto�ci pr�du na wykresie EAx (rys. 7b) widoczna jest zmiana warto�ci uchybu 
(w porównaniu z wykresem EAx na rys. 7a). W rozwa�anym okresie uchyb z warto�ci
ujemnej (wykres EAx na rys. 7a) zmienia si� na warto�� dodatni� (wykres EAx na rys. 7b). 
Powoduje to, przy ustawieniu manipulatorów pokazanym na rys. 3 oraz wyst�puj�cej ujemnej 
zmianie odleg�o�ci efektorów manipulatorów (skrócenie wektora ��cz�cego efektory 
manipulatorów), zmniejszenie zmian odleg�o�ci pomi�dzy efektorami manipulatorów. 
Zmiana ta jest widoczna przy porównaniu wykresów deltaL A na rys. 7a oraz rys. 7b. 

3. PODSUMOWANIE 
Algorytm generowania skoordynowanych trajektorii dla zada� transportowych 
manipulatorów kartezja�skich wylicza kolejne warto�ci zadane po�o�enia efektora 
manipulatora na podstawie zadanej pozycji docelowej i zadanej pr�dko�ci ruchu manipulatora 
oraz na podstawie aktualnego rzeczywistego po�o�enia efektorów obydwu manipulatorów. 
Poniewa� po�o�enie rzeczywiste w trakcie realizacji ruchu zale�y od parametrów 
dynamicznych nap�dów manipulatora, parametry te b�d� mia�y wp�yw na trajektorie ruchu 
efektorów.
Uzyskane w drodze symulacji wyniki wskazuj�, �e realizacja wygenerowanej trajektorii 
zale�y, poza parametrami dynamicznymi uk�adów nap�dowych manipulatorów, od wielko�ci
oddzia�ywania si�owego pomi�dzy efektorami. Wp�yw ten jest szczególnie istotny, gdy 
oddzia�ywanie si�owe osi�ga dopuszczalne ci�g�e obci��enie silnika nap�dowego. Zmianie 
ulega trajektoria ruchu, przy czym kierunek tej zmiany jest taki, �e powoduje zmniejszenie 
zmian odleg�o�ci pomi�dzy efektorami manipulatorów. 
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