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Streszczenie: W części 2. wykazano, że zalecenia międzynaro-
dowego Przewodnika metrologicznego GUM dotyczące jednolite-
go zaokrąglaniu estymatorów wartości, niepewności i współczyn-
ników korelacji nie są wystarczające dla multimezurandu w po-
średnich pomiarach wieloparametrowych. Oszacowano składowe 
impedancji przy precyzyjnym przetwarzaniu danych dla przykładu 
H.2 [3] i zaproponowano uściślenia kilku zaleceń GUM. Podano 
reguły zaokrąglania liczbowych danych multimezurandu dla pró-
bek o różnej liczności. Zasugerowano zamieszczenie ich w Suple-
mencie 2 przewodnika GUM.

Słowa kluczowe: pomiary pośrednie wieloparametrowe, niepew-
ność, multimezurand, korelacja danych

Wprowadzenie

W badaniach naukowych występują coraz częściej jednoczesne 
pomiary wieloparametrowe, z których pośrednio wyznacza się 
inne wielkości. Ofi cjalne dokumenty i przewodniki metrologicz-
ne, w tym GUM [2, 3] o wyrażaniu wyników pomiarów ma-
jące na celu stworzenie jednolitych standardów, dotyczą tylko 
mezurandu jako wielkości pojedynczej. Zapowiadany od lat 
Suplement 2 GUM [3, 4] dla pomiarów wieloparametrowych 
jest w końcowym stadium opracowania. Zalecenia punktów 
7.2.5, 7.2.6 i przykład H.2 z Aneksu H w GUM są tak sfor-
mułowane, że sprawiają wrażenie, iż uogólnienie na przypadek 
wielowymiarowy jest bardzo proste. Wymaga to krytycznego 
przeanalizowania i sformułowania propozycji uściśleń związa-
nych z pomiarami wieloparametrowymi.

Również w publikacjach naukowych spotyka się niepopraw-
ne oceny niepewności i nierzetelnie lub niewłaściwie podane 
współczynniki korelacji dla danych uzyskanych w wielowymia-
rowych eksperymentach pomiarowych [8, 9], co uniemożliwia 
numeryczną weryfi kację tych wyników.

W części 1. podano zasady otrzymywania estymatorów war-
tości, niepewności typu A i korelatora dla n wielkości, czyli dla 
multimezurandu o n składowych. Jego dane wyznacza się po-
średnio z wyników jednoczesnych pomiarów m wielkości. Do 
opisu użyto algebry wektorów losowych, której podstawy teore-
tyczne można znaleźć w podręcznikach statystyki matematycz-
nej [5, 12]. Rozważania zilustrowano przykładem dla mezurandu 
o dwóch składowych, otrzymanego za pomocą przekształcenia 
liniowego. Omówiono też przyczyny zniekształcania danych nu-
merycznych pomiarów wieloparametrowych przy ich zaokrągla-
niu i prezentacji. Nieprawidłowości te są spowodowane przez:

(i) podawanie średnich wartości składowych wektora i ich 
niepewności, z pominięciem macierzy korelacji;

(ii) nadmierne zaokrąglanie współczynników korelacji, co po-
woduje, że macierz korelacji przestaje być dodatnio okre-
ślona i obszar opisujący rozrzut obserwacji pomiarowych 
nie jest elipsoidą;

(iii) przy nadmiernym zaokrągleniu wyjściowego wektora śred-
niego, jego koniec wychodzi na wiele odchyleń standar-
dowych poza granice przetworzonego obszaru rozrzutu 
niezaokrąglonych (surowych) wyników obserwacji pomia-
rowych. Obszar charakteryzujący rozrzut końca wektora 
powinien być z nim związany. Po zaokrągleniu danych 
elipsoida wpisana w prostopadłościan niepewności powin-
na obejmować mniejszą elipsoidę (dla danych niezaokrą-
glonych).

Przetwarzając dane wejściowe pozyskane w jednoczesnych 
pomiarach wieloparametrowych, należy zminimalizować straty 
informacji. W artykule zostanie przeanalizowany przykład H.2 
z publikacji GUM-2008 [3] dotyczący pomiarów (pośrednich) 
parametrów dwójnika impedancyjnego i porównany z wynikami 
obliczeń przedstawianymi przez autorów. Prezentowane przy-
kłady umożliwiają ocenę, jak dalece podejście opracowane przez 
V. Ezhelę dotyczące podstawowych badań fi zycznych można 
przystosować dla potrzeb metrologii i techniki pomiarowej.

Krytyczna analiza zaleceń 
Przewodnika GUM-2008 dotyczących 
pomiarów wieloparametrowych
Wzmiance na temat pomiarów wieloparametrowych w prze-
wodniku GUM towarzyszy przykład (tab. H.2), dotyczący 
wyznaczania składowych impedancji dwójnika w pośrednich 
pomiarach wieloparametrowych. Założono, że niepewność typu 
B, obejmująca szacowane w eksperymencie nieznane a prio-
ri oraz nieusuwalne, stałe i regularnie zmienne pozostało-
ści systematycznych błędów instrumentalnych, jest znacznie 
mniejsza od niepewności typu A, opisującej losowe rozrzuty 
wyników pomiarów wielkości wejściowych Xi. Abstrahuje się 
też od uwarunkowań realizacji instrumentalnej przewidzia-
nego w przykładzie precyzyjnego pomiaru fazy. W tab. H.2 
podano wyniki pięciu 5-cyfrowych, jednoczesnych obserwacji 
pomiarowych qi sinusoidalnego napięcia U, prądu I i przesu-
nięcia fazy j dla liniowego dwójnika impedancyjnego. Surowe 
wyniki pomiarów są tu małolicznymi próbkami o zaledwie 5 
elementach, pobranymi z populacji możliwych wartości każdej 
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z mierzonych wielkości wejściowych U, I, j. Z pomiarów skła-
dowych wektora wejściowego X = [U, I, j]T należy wyznaczyć 
pośrednio składowe wektora wyjściowego Y = [R, X, Z]T dwój-
nika. Parametry tych wektorów powiązane są następująco:

R  = (U/I)·cos j, X = (U/I)·sinj, Z = U/I       (1)
 
Tylko dwa z nich są niezależne, gdyż Z 2 = R2 + X 2.

Tabela H.2 Wielkości wejściowe

Numer pomiaru U (V) I (mA) φ (rad)

1 5,007 19,663 1,0456 

2 4,994 19,639 1,0438 

3 5,005 19,640 1,0468 

4 4,990 19,685 1,0428 

5 4,999 19,678 1,0433 

Średnie [Q] 4,999 19,661 1,0445 

σ[Q]  0,0072   0,0212 0,0017 

Współczynniki 
korelacji

–0,36 0,86

–0,36 –0,65

0,86 –0,65

i jej wartości własne li   [2,26846;  0,657234; 0,0743036]

W tab. H.2 zaczerpniętej z GUM podano obliczone dla 
próbek o pięciu obserwacjach pomiarowych: wartości średnie 
Q
_

=[U
_

, I
_

, j
_

] składowych wektora wejściowego X, ich ekspery-
mentalne niepewności standardowe i elementy macierzy kore-
lacji CorH2=r[Q

_
], zwanej też korelatorem. Dodaliśmy jeszcze 

wartości własne li tej macierzy. Są to pierwiastki równania 
charakterystycznego det(r[Q] – 1l) = 0. Wyznacznik macierzy 
i najmniejsza z jej wartości własnych jest dodatnia, czyli ele-
menty tej macierzy zaokrąglono poprawnie i jest ona dodatnio 
określona, a obszar rozrzutu jej danych dla określonej gęstości 
prawdopodobieństwa można modelować elipsoidą.

Dane takie jak w tab. H.2 można otrzymać nie tylko dla 
pomiarów pojedynczego egzemplarza dwójnika o rozrzutach 
wynikających z nieustabilizowanych warunków pomiaru i wpły-
wów otoczenia, ale i przy sprawdzaniu 5 egzemplarzy. Wówczas 
wyniki dla każdego dwójnika mogą być różne, ale przy odpo-
wiedniej organizacji warunków pomiaru będą się powtarzać. 
W tym przypadku dla losowego zastosowania zbioru dwój-
ników w układach określa się statystycznie takie ich parame-
try, jak średnie i maksymalne wartości i tolerancje. Natomiast 
współczynniki korelacji można potraktować jako średnie dla 5 
dwójników, otrzymane z badań serii produkcyjnej. To zadanie 
pomiarowe będzie miało inne wymagania przy zaokrąglaniu.

Przy próbkach danych o małej liczbie obserwacji po-
miarowych, dokładności parametrów statystycznych dla 
zmierzonych wielkości wejściowych są małe. Względna nie-
pewność eksperymentalnej niepewności standardowej  wy-
znaczonej z próbki o N pomiarach równa jest w przybliżeniu 

  /[ ( ) ] / ( ) [ ( ) ]s q q N≈ − 1 22 1s s . Z tab. E1 w p. E 4.3 GUM wy-
nika, że dla próbki o zaledwie N = 5 elementach osiąga ona aż 
36 %. Liczby znaków dziesiętnych dla wartości parametrów 
wielkości wejściowych mierzonych bezpośrednio i wyjściowych 
– wyznaczanych z nich pośrednio – powinny nawiązywać do 
tych niedokładności.

Dalsze rozważania w niniejszym artykule dotyczą popraw-
ności obliczeń (w tym zaokrąglania) przy wyznaczaniu cyfro-
wych wartości parametrów wektora wyjściowego Y = [R, X,  Z] T. 
Dlatego też parametry wektora X = [U, I, j] T obliczone z pró-
bek o tak nielicznych danych potraktowane zostaną tak jak 
dla N→∞, czyli dla całej populacji X, tj. Q

_ 
= X

_
, s[ Q

_
 ]= s[X

_
 ] 

i r[Q
_

]= r[X
_

].
Dla danych z tab. H.2 wyznaczono parametry statystycz-

ne wektora [U, I, j]T obliczone z dużo wyższą precyzją niż 
w GUM. Po jednolitym zaokrągleniu do 6 cyfr otrzymano od-
chylenia standardowe:

s[X]H2 = [0,00717635,  0,0211778,  0,00168167]

oraz korelator

o wartościach własnych 2,26085; 0,662178; 0,0769676.
Tymi samymi metodami, jak w przykładzie H.2 GUM, 

oszacuje się wektor średni Y = [R
_

, X
_

, Z
_

] T, ale z większą 
precyzją obliczeń i przy ścisłym stosowaniu zasady podanej 
w [11], tj. by przy jednolitym zaokrąglaniu do kolejnego wyż-
szego znaku dziesiętnego kontrolować, czy dla zadanego praw-
dopodobieństwa obszar rozrzutu przetworzonych surowych 
danych wejściowych jest nadal elipsoidalny, a koniec wektora 
Y pozostaje w jego wnętrzu.

W stosowanej w przykładzie H.2 metodzie 1 wartości 
elementów R

_
, X
_

, Z
_

 wektora średniego Y uzyskuje się przez 
podstawienie wartości średnich  do podstawowego równania 
pomiaru (1). Do oceny macierzy kowariancji wektora wyj-
ściowego [R, X, Z]T niezbędna jest macierz wrażliwości Sm, 
wyznaczona analitycznie jako:

cos  / cos / sin /
sin / sin / cos /

/ /

I U I U I
I U I U I
I U I

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥

= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

mS

2

2

21 0

j j j

j j j

Macierz ta jest zdegenerowana, gdyż pierwsze dwie kolum-
ny są od siebie zależne. Jej wyznacznik jest więc równy zeru.
Przy niezbyt dużych wartościach niepewności przyjmuje się 
liniową propagację niepewności wektora [R

_
, X
_

, Z
_

] T i według 
wzoru (4) z części 1 [11] oblicza się macierz kowariancji

CovH3 = Sm× CovH2 [Sm]T

gdzie [Sm]T – macierz Sm transponowana.
Podobnie jak Sm, również i CovH3 będzie zdegenerowana. 

Po obliczeniu jej elementów z najwyższą precyzją komputera, 
z zależności: Cor’H3 =  CovH3 T wyznaczono nowy korelator 
Cor’H3 z elementami niediagonalnymi o 15 cyfrach po przecin-
ku i wartościach własnych (2,40377; 0,596227; 9,30849×10–17) 
[9]. Jest to macierz dodatnio określona, gdyż jej najmniejsza 
wartość własna jest nieco większa od 0. Po dalszym jednoli-
tym zaokrągleniu jej elementów nadal otrzymuje się macierz 
o symetrycznej diagonalnie formie, ale o ujemnych wartościach 
własnych. Po zaokrągleniu współczynników korelacji tylko do 
3 cyfr po przecinku otrzymuje się macierz CorH3 identyczną 
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z macierzą CorH4 podaną w tab. H.4 z GUM, która ma ujem-
ną najmniejszą wartość własną. Tak więc mimo początko-
wo dobrze postawionego zagadnienia, uzyskano zagadnienie 
źle zdefi niowane! „Zwyrodnienie” jest wynikiem stosowania 
uproszczonej propagacji niepewności i zignorowania ograni-
czenia wskutek nieliniowej zależności Z 2 = R 2+X 2.

Przy liniowej propagacji niepewności od mierzonych 
wielkości wejściowych Xi do obserwowanych wielkości wyj-
ściowych Yi powszechnie stosuje się macierz wrażliwości o ko-
lumnach jako gradientach wielkości wyjściowych względem 
wielkości wejściowych. W przypadku ogólnym mogą ukryć 
się wzajemne zależności między wielkościami wyjściowymi 
Yi. Jeśli np. zachodzi ograniczenie F(Y1,…,Yn) = const, to 
ich gradienty będą zależne liniowo:

grad(Y1)×dF/dY1 + …+ grad(Yn)×dF/dYn = 0     (2)

Występowanie tej zależności zmniejsza stopień macierzy Sm.
Potrzebna jest taka procedura, w której macierze CovH3 

i CorH3 po zaokrągleniu byłyby dodatnio określone. Do ob-
liczania CovH3 w przykładzie H.2 należy stosować aprok-
symację szeregiem Taylora co najmniej II rzędu, a do oceny 
korelacji między wielkościami wyjściowymi – aż IV rzędu [8].

Metoda 2 szacowania wartości parametrów wyjściowych 
polega na bezpośredniej propagacji surowych danych wejścio-
wych trójek jednoczesnych pomiarów, by wytworzyć pseu-
dosurowe dane wyjściowe. Wyniki ostateczne wyznacza się 
z zależności statystycznych. Wówczas ograniczenia i inne 
ukryte zależności wielkości wyjściowych zachodzą samoczyn-
nie i nie oddziaływują negatywnie. Tabela H.4 w GUM-2008 
podaje obliczone pseudosurowe wartości wyjściowe o liczności 
N = 5, wektor  ich średnich, wektor s[Y

_
]H4 eksperymental-

nych odchyleń standardowych i macierz korelacji – zaokrą-
glone do trzech miejsc po przecinku.

Tabela H.4 Wielkości wyjściowe Y[W]

Numer pomiaru R = (U/I)cos j X = (U/I)sin j Z = (U/I)

1 127,67 220,32 254,64

2 128,89 219,79 254,29

3 127,51 220,64 254,84

4 127,71 218,97 253,49

5 127,88 219,51 254,04

Średnie Y
_

=[R
_

, X
_

, Z
_

]
s[Y

_
]H4

127,732 219,847 254,260

0,071 0,295 0,236

Macierz korelacji 
CorH4

1 –0,588 –0,485

–0,588 1 0,993

–0,485 0,993 1

 o wartościach własnych    [2,40374; 0,596713; –0,000453532]

Podana w tej tabeli macierz CorH4 nie jest zdefi niowana 
dodatnio. Z danych wyjściowych w tab. H.4 można obliczyć 
z duża precyzją macierz  o elementach zaokrąglonych do 9 cyfr 
po przecinku

Jej wartości własne to: [2,40356; 0,596436; 2,24175×10–8]. 
Jest ona określona dodatnio.

UWAGA! Macierz o tak dużej liczbie cyfr znaczących 
po przecinku nie może być stosowana w praktyce pomiaro-
wej. Dalsze jednolite zaokrąglanie, dla skrócenia długości 
mantys we współczynnikach korelacji, spowoduje pojawienie 
się ujemnych wartości własnych. Trzeba wówczas stosować 
niejednolite zaokrąglanie lub tak nieznacznie zmieniać ele-
menty macierzy Cor’H4, aby jej najmniejsza wartość własna 
nadal była dodatnia.

Obliczono też dokładniej wartości średnie parametrów 
dwójnika oraz odchylenia standardowe ich próbek:

s [qY]= [0,159372; 0,660734; 0,528265].

Ocenę skuteczności oszacowania wartości średnich  
uzyskuje się przez porównanie wyników otrzymanych 
w różny sposób. Po zaokrąglaniu wartości średnich MeanH3 
i MeanH4  otrzymanych obiema metodami i podanych 
w GUM w tab. H.3 i H.4  uzyskuje się jednakową wartość 
MeanGUM. Zestawiono ją z bardziej precyzyjnymi wartościami 
wcześniej obliczonymi.

  R X Z
MeanGUM = 127,732 219,847 254,26
MeanH3     = 127,73216993 219,84651191 254,25970195
MeanH4     = 127,73163048 219,84689460 254,26004959

Informację o stopniu spełniania zależności fi zycznej opisu-
jącej dwójnik uzyska się po wstawieniu powyższych wartości 
do równania X2+Y 2–Z 2 = 0. Otrzymuje się:

Test 1  MeanGUM: X 2 +Y 2–Z 2 =  0,019633   1
2 = –71,5 (!)

Test 2  MeanH3:   X 2 +Y 2–Z 2 = –0,000002  2 
 =0,128252

Test 3  MeanH4:   X 2 +Y 2–Z 2 =  –0,146327  3 
 =0,128009

Test 1 nie daje sensownej odpowiedzi, gdyż wartość 1
2 

uzyskana wg zaleceń GUM-2008 jest ujemna.
Test 2 nie jest miarodajny, gdyż z równania opisującego 

dwójnik (prawo fi zyczne) zawsze otrzymuje się 0, a wystę-
pująca różnica powstała na skutek zastosowania średnich 
wartości parametrów [R, X, Z] wyznaczonych z wyników po-
miarów.

Test 3 daje rozbieżność względem prawa fi zycznego 
większą niż jedno odchylenie standardowe. Wynika to z za-
stosowania w obliczeniach statystycznych wartości parame-
trów dwójnika.

Tak więc propagacja surowych danych, czyli propagacja 
rozkładu, daje najlepsze oszacowanie macierzy kowariancji 
i korelacji, ale też największe odchylenie wektora średniego 
z „obszaru fi zycznego”. Matematycznie można to uzasadnić 
przez analogię, że punkt odpowiadający średniej arytme-
tycznej punktów należących do zakrzywionej powierzchni we 
współrzędnych euklidesowych (a taka jest funkcja opisująca 
dwójnik), nie leży do tej powierzchni.

Wyznaczanie pośrednie parametrów pojedynczej wielkości 
z jednoczesnych pomiarów kilku innych stanowi przypadek 
szczególny pomiarów wieloparametrowych. Może go również 
dotyczyć wniosek z testu 3. Rodzi się warta wyjaśnienia 
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wątpliwość – czy obliczanie wyników pomiaru przez kolejne 
przetwarzanie danych surowych jest rzeczywiście najbardziej 
dokładne [12]. Należy sprawdzać, czy macierz korelacji wiel-
kości wejściowych jest zdefi niowana dodatnio.

Progi jednolitego zaokrąglania wyrażeń 
liczbowych danych wieloparametrowych

Przestrzeganie wymagania, by przy przekształcaniu wielopa-
rametrowych danych pomiarowych zachowywać elipsoidal-
ny rozkład ich rozrzutu o określonym prawdopodobieństwie 
i położeniu końca wektora średniego wewnątrz tego obszaru 
prowadzi do otrzymania minimalnej dopuszczalnej liczby 
znaków dziesiętnych dla jednolitego zaokrąglania wartości 
liczbowych, tak jak dla wielkości skalarnych. Tę liczbę zna-
ków nazwano progiem jednolitego zaokrąglania. Przy prze-
twarzaniu wektorów losowych progi ich parametrów są ze 
sobą powiązane. Z twierdzeń Weila, Gerszgorina i Schura 
w teorii macierzy otrzymuje się następujące progi [9]:
− dla elementów macierzy korelacji

    
min

Upper Integer  [ log ]C Cth
i j

nA A ≠

−
≥ =

⋅ λ10
1

2         
(3)

− dla składowych wektora średniego

 (4)

dla odchyleń standardowych składowych wektora średniego 

      
      u VA A

i i
=                             (5)

gdzie: n – wymiar macierzy korelacji, lmin – jej minimalna 
wartość własna, Ui/uniti – wartość i jednostka mierzonej 
wielkości (np. kg, m, s, A), T 2CL – współczynnik danego 
poziomu ufności CL (np, 68,3 %, 95 %); Upper Integer – 
operator matematyczny zaokrąglenia liczby do najbliższej 
wyższej liczby całkowitej (np. [5, 11] = 6, [5, 99] = 6); AC,AV

i , 
Au

i  – liczby znaków dziesiętnych po przecinku, , AVth
i   – 

ich progi (wartości graniczne).

Sprawdzenie poprawności zaokrąglenia 
wyników przetwarzania w pomiarach 
pośrednich
Progi jednolitego zaokrąglania, czyli dopuszczalne minimal-
ne liczby cyfr znaczących, można traktować jako wymagania 
przy numerycznym przedstawianiu danych multimezurandów 
otrzymanych z przetwarzania bardzo dokładnych danych, np. 
z próbek o bardzo dużej liczbie elementów N o parametrach 
bliskich, jak dla populacji lub ze stałych fi zycznych. Użycie 
reguł wyrażonych równaniami (3)–(5) zostanie zilustrowane 
sprawdzeniem poprawności wyznaczenia:
− parametrów wektorów podanych w przykładzie H.2 

z GUM, potraktowanych jak dla próbek o dużej liczności,
− ich wartości dla danych wejściowych [U, I, j]T uzyskane 

przy bardziej precyzyjnych obliczeniach
Dla danych wejściowych z tabeli H.2 przy TCL = 1, czyli 

dla jednego standardowego odchylenia, jako progu zaokrą-

glania Ath wg (4) otrzymuje się następujące liczby znaków 
po przecinku:

UpperInteger{Ath[U(V)]} ³
³ [0,5×log(0,75/0,0769676/0,00717642)]=3

UpperInteger{Ath[I(mA)]} ³
³ [0,5×log(0,75/0,0769676/0,02117782)]=3

UpperInteger{Ath [j(rad)]} ³
³ [0,5×log(0,75/0,0769676/0,00168172)]=4

Odchylenia standardowe średnich [X]H2 też powinno 
się podawać z taką samą precyzją według (5), tj. zgodnie 
z progami dla wartości średnich – w tab. H.2 z GUM [0,007, 
0,021, 0,0017] zamiast [0,0072, 0,0212, 0,0017]. Sprawdzono 
też, że z (3) dla n = 3 i przy minimalnej wartości własnej 
lmin= 0,0743036, macierz CorH2 ma próg

AC(CorH2) ³ [log(1/0,0743036)] = [1,12899] = 2

Tak więc jeśli eksperymentalne dwucyfrowe współczynniki 
korelacji wektora wejściowego X = [U, I, j]T z tab. H.2 do-
tyczyłyby całych populacji jego składowych, to byłyby one 
zaokrąglone poprawnie. Taką samą wartość progu ACth = 2 
uzyskuje się dla precyzyjnie obliczonego korelatora Cor’H2. 
Ostatecznie parametry statystyczne wektora [U, I, j]T po-
winno się przedstawiać jako:

Xi
Wartość 
średnia

Odchylenie 
standardowe Korelator

U 4,999 0,007 1 –0,36 0,86

I 19,661 0,021 –0,36 1 0,65

j 1,0445 0,0017 0,86 0,65 1

Progi zaokrąglania Ath dla składowych wektora [R, X, Z] T 
z tab. H.4 przy TCL = 1, tj. dla jednego odchylenia standar-
dowego:

 
UpperInteger{Ath[R]} ³ 

³ [0,5×log(0,75/2,22711×10–2/ 0,1593722)] = 5
UpperInteger{Ath[X]} ³

³ [0,5×log(0,75/2,22711×10–2/ 0,6607342)] = 4
UpperInteger{Ath[Z]} ³

³ [0,5×log(0,75/2,22711×10–2/ 0,5282652)] = 5

Korelator wektora wyjściowego [R, X, Z] T o elementach 
jednolicie zaokrąglonych do 9 cyfr ma najmniejszą wartość 
własną lmin = 2,22711×10–8,  i dla tej wartości minimalna licz-
ba cyfr dla współczynników korelacji wynosi

AC(CorH3) ³ [log(1/2,22711×10–8] = [7,65226] = 8

Tak więc wg założeń przyjętych w procedurze przetwarza-
nia dla dopuszczalnego zaokrąglania (progów) dane wektora 
wyjściowego Y otrzymane z danych wektora X wynosiłyby

Średnie Odchylenia
standardowe Korelator

 27,73163     0,15937  1 –0,58827686 –0,48506461

219,84689     0,66073   –0,58827686 1  0,99250754

 54,26005     0,52826 –0,48506461 0,99250754 1
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Tak duże liczby cyfr znaczących dla odchyleń standar-
dowych i współczynników korelacji są znacznie większe niż 
przyjęte w metrologii i nie do zaakceptowania w prakty-
ce pomiarowej, Podane tu wielocyfrowe wartości mogą być 
przydatne jedynie jako odniesienie opisujące przetwarzanie 
danych z minimalną dopuszczalną stratą informacji przy 
jednolitym zaokrąglaniu, otrzymywane z danych wektora X 
traktowanych jako absolutnie dokładne. Eksperymentalne 
odchylenia standardowe o 2 cyfrach i współczynniki korelacji 
z tab. H.3 i H.4 w GUM o 3 cyfrach wg założeń tej procedury 
byłyby zaokrąglone nadmiernie. Nie oznacza to, że tak jest 
rzeczywiście, i że mają one za małą liczbę cyfr znaczących, 
gdyż dotyczą parametrów statystycznych otrzymanych z pró-
bek o małej liczności, a więc i o małej dokładności.

Zaokrąglanie danych z próbek 
pomiarowych o małej liczbie elementów

Niezależnie od sposobu zaokrąglania, należy konsekwent-
ne przestrzegać zachowania dodatniej określoności macierzy 
kowariancji i korelacji, a więc hiperelipsoidalnego kształtu 
obszaru rozrzutu danych o założonym prawdopodobieństwie. 
Ponadto należy sprawdzać, czy położenie końca wektora 
wyjściowego utrzymuje się wewnątrz obszaru rozproszenia 
otrzymywanego po zaokrągleniu przekształconych niezaokrą-
glonych surowych wyników wejściowych obserwacji pomia-
rowych.

Duże liczby cyfr znaczących dla parametrów statystycz-
nych otrzymanych z próbek o małej liczności N nie mają 
sensu. Niepewności ich danych eksperymentalnych są duże 
i do opisu wystarczają małe liczby tych cyfr, np. takie jak 
w tab. H.4 z GUM – dwie dla standardowego odchylenia 
i trzy dla współczynników korelacji. Przy jednolitym zaokrą-
glaniu danych korelatora poniżej progu pojawią się ujemne 
wartości własne. Aby korelator pozostał dodatnio określony, 
należy zatem stosować zaokrąglanie niejednolite i w różny 
sposób równocześnie modyfi kować nieznacznie wartości kilku 
elementów macierzy korelacji lub kowariancji. Dokładność 
wyników wielkości wyjściowych pogorszy się przy tym nie-
znacznie.

Hiperelipsoida odpowiadająca nowym wartościom elemen-
tów dodatnio określonej macierzy kowariancji zawsze da się 
wpisać w hiperprostokąt zaokrąglonych odchyleń standar-
dowych, np. do dwóch znaków. To samo dotyczy wpisania 
nowej elipsoidy korelatora w kwadrat o boku 1. Zbyt duże 
zmiany współczynników korelacji nie są pożądane w przy-
padkach, gdy przewiduje się, że cały wektor skorelowanych 
wielkości wyjściowych lub kilka z jego składowych będą 
precyzyjnie przetwarzane dalej. Nie natrafi ono na ogólny 
algorytm postępowania, który można by stosować do za-
okrąglania dla każdego z przypadków do liczby znaków po-
niżej progu.

Dla precyzyjnie przetworzonych danych z przykładu H.2 
z GUM wypróbowano dwa sposoby:
−  metoda 1 – utrzymanie stałych wartości niediagonalnych 

elementów macierzy kowariancji jak dla zaokrąglania pro-
gowego. Odchylenia standardowe zaokrąglano w górę do 
3 i 2 cyfr po przecinku i kompensowano zmniejszeniem 
współczynników korelacji wg zależności
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+ +
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s s

s s
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RZ RZ

R Z
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gdzie znaki w indeksach górnych oznaczają kierunek zmian.

− metoda 2 – odrzucenie dalszych liczb po ostatniej zadanej.
Sprawdzano też, czy zaokrąglone wyniki mają dodatnio 

określony korelator i znaleziono względną odległość pomię-
dzy końcami wektora zaokrąglonego i niezaokrąglonego wg 
wzoru Mahalanobisa c2 [11].

W metodzie 1 (wg Z.L.W.) otrzymano:
− po zaokrągleniu do 3 cyfr

Wartości średnie Odchylenie
standardowe Korelator

127,732  0,160 1 –0,586   –0,483

219,847  0,661 –0,586 1  0,991

254,260  0,529 –0,483  0,991 1

Wartości własne: [2,39983; 0,598631; 0,00154204]

c2 8,39

− po zaokrągleniu do 2 cyfr

Wartości średnie Odchylenie
standardowe Korelator

127,73  0,16 1 –0,59 –0,48

219,85  0,66 –0,59 1  0,99

254,26  0,53 –0,48  0,99 1

Wartości własne: [2,39972; 0,598797; 0,00148649]

c2 284,0

Współczynniki korelacji zaokrąglono standardowo. Koń-
ce zaokrąglonych wektorów są w środku nowych większych 
prostopadłościanów ±si obejmujących też elipsoidę danych 
niezaokrąglonych, a pierwszy z nich wychodzi poza nią tyl-
ko o c–1~1,9.

Dla metody 2 (wg V.E.) otrzymano:
− po zaokrągleniu do 3 cyfr

Wartości średnie Odchylenie
standardowe Korelator

127,732  0,160 1 –0,588 –0,485

219,847  0,661 –0,588 1  0,992

254,260  0,529 –0,485  0,992 1

Wartości własne: [2,40297;  0,596499;  0,000533094]

c2 1,108

− po zaokrągleniu do 2 cyfr

Wartości średnie Odchylenie
standardowe Korelator

127,73   0,16 1 –0,58 –0,48

219,85   0,66 –0,58 1  0,99

254,26   0,53 –0,48  0,99 1

Wartości własne: [2,26846;  0,657234; 0,0743036]

c2 6,445
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Metoda 2, polegająca na odrzuceniu dalszych cyfr, daje 
mniejsze różnice położenia końca wektora. Najmniejsze war-
tości własne korelatorów są bliższe zeru niż w metodzie 
1. Sprawdzono, że przy odrzucaniu dużych cyfr (także 9), 
otrzymuje się poprawne wyniki i korelator pozostaje dodat-
nio określony. Brakuje jeszcze pełnego uzasadnienia teore-
tycznego tej metody.

Dodatnio określony korelator z przedostatniej tabeli 
i ujemnie określona macierz CorH4 z tab. H.4 wg GUM 
o elementach (–0,588; –0,485; 0,993) różnią się niewiele – 
tylko trzecim elementem – i to zaledwie o 0,001, tj. o 1 na 
trzecim miejscu po przecinku. Zaokrąglanie danych poniżej 
progów wymaga jeszcze dopracowania teoretycznego i we-
ryfi kacji w praktyce.

Uściślenia proponowane w Przewodniku 
GUM-2008

Z dotychczasowych rozważań wynika, że niektóre zalecenia 
i przykład H.2 w GUM-2008 wymagają następujących uści-
śleń:
− Do zalecenia 7.2.5 należy włączyć obligatoryjną zasadę, 

by po uzasadnionym metrologicznie zaokrągleniu wartości 
średnich składowych wektora mezurandu i ich niepewności 
sprawdzać, czy macierze kowariancji i korelacji są dodat-
nio określone.

− Należy nieco skorygować fragmenty dotyczące reguł 
zaokrąglania danych skorelowanych (Zalecenie 7.2.6,  
Przykład H.2). W skorygowanym zaleceniu 7.2.6 należy 
odpowiednio uwzględnić, że ograniczenia (progi) występu-
jące przy stosowaniu jednolitego zaokrąglania danych sko-
relowanych tworzą szereg wymagań, w tym dla formatów 
komputerowych, przy przetwarzaniu wieloparametrowych 
danych skorelowanych z dopuszczalną minimalną stratą 
informacji wskutek zaokrąglania.

− Bardzo istotne dla otrzymywanego pośrednio mezuran-
du jest ustalenie zasad zaokrąglania parametrów poniżej 
progów z nawiązaniem do dokładności parametrów bez-
pośrednio mierzonych wielkości, np. metodą kolejnego 
odrzucania dalszych cyfr.

− Uzyskiwanie i sprawdzanie, czy macierz korelacji dla funk-
cji wyjściowego wektora losowego o rozmiarze n, zależnego 
od m wejściowych zmiennych jest dodatnio określona, pro-
ponowane poszerzenia punktów 7.2.5 i 7.2.7 Przewodnika 
GUM powinny być włączone do treści opracowywanego 
Suplementu 2.

− Suplement 2 powinien zawierać zalecenia dotyczące spraw-
dzania, czy korelator jest dodatnio określony oraz reguły 
zaokrąglania dla próbek o różnej liczności N.

Podsumowanie i wnioski ogólne

Prezentowana publikacja i poprzedzająca ją część 1 [11] 
miały za zadanie przybliżyć czytelnikom problematykę 
obliczania wyników pomiarów wieloparametrowych oraz 
przeanalizować, czy zaproponowana przez V. Ezhelę [6–9] 
procedura przetwarzania danych badań fi zycznych z mini-
malną dopuszczalną stratą informacji przy zaokrąglaniu, 

może znaleźć szersze zastosowanie w pomiarach pośrednich 
wieloparametrowych. Omówiono ją na tle aktualnych zale-
ceń Przewodnika GUM dotyczących pomiarów wieloparame-
trowych. Istotą tej procedury są wymagania przyjęte przy 
przetwarzaniu skojarzonych danych, tj.:
− zachowanie dodatnio określonych macierzy kowariancji 

i korelacji skutkujące wielowymiarowym normalnym roz-
kładem prawdopodobieństwa, 

− utrzymanie końca wektora średniego multimezurandu 
wewnątrz obszaru rozrzutu danych niezaokrąglonych 
o zadanym prawdopodobieństwie, ograniczonego hiper-
elipsoidą;

− jednolity, podobny jak dla skalarów, sposób zaokrąglania 
estymatorów wartości i niepewności.
Dla danych pomiarowych z przykładu H.2 w GUM wy-

znaczono z dużą precyzją wartości liczbowe estymatorów 
składowych wektora średniego, ich niepewności i współ-
czynniki korelacji. Traktując je jak dane uzyskane z próbek 
o bardzo dużej liczbie pomiarów, a więc o parametrach bli-
skich jak dla populacji, zaokrąglono je w sposób jednolity 
wg powyżej podanych wymagań. Podano ogólne wzory dla 
progów jednolitego zaokrąglania i przykłady ich stosowania 
przy przetwarzaniu parametrów multimezurandu Następnie 
dwiema metodami dokonano dalszych niejednorodnych za-
okrągleń poniżej tych progów, aż do 3 i 2 cyfr znaczących 
dla niepewności i współczynników korelacji, tj. do poziomu 
dokładności danych z 5-elementowych próbek z przykładu 
H.2. Zaproponowano dodanie i uściślenie w Suplemencie 2 
Przewodnika GUM zaleceń i procedury obliczeń wartosci 
oczekiwanych i niepewności wyników pomiarów wielopa-
rametrowych.

Z podstaw teoretycznych i przykładów omówionych 
w [11] i powyżej wynika, że zestaw danych, niezbędny do 
poprawnego wyrażenia i oszacowania wyniku pomiaru loso-
wej wielkości wektorowej powinien zawierać:
− wektor średni, tj. o wartościach średnich jego współrzęd-

nych,
− wektor odchyleń standardowych tych wartości wraz 

z oszacowaniem ich dokładności,
− dodatnio określoną macierz korelacji,
− większą od zera minimalną wartość własną macierzy ko-

relacji,
− informację o użytej precyzji przy numerycznym oblicza-

niu wartości własnych macierzy korelacji.
Przy posługiwaniu się taką strukturą nie wystarczy ko-

rzystać z procedur dla pomiarów pojedynczej wielkości 
mierzonej. Przy każdym przekształcaniu danych wielopa-
rametrowych należy śledzić zmiany granic obszaru ich roz-
rzutu i położenie wierzchołka wektora średniego wewnątrz 
tego obszaru rozproszenia danych.

Zaprezentowany w pracy, przeznaczony dla wielopara-
metrowych badań fi zycznych sposób dokładnego przetwa-
rzania wieloparametrowych danych losowych można jedynie 
częściowo zaadoptować dla metrologii o najwyższej dokład-
ności. Szersze jego stosowanie mogłoby dotyczyć pomia-
rów o niepewności typu A porównywalnej lub większej od 
niepewności typu B i przypadków, gdy dane wielkości po-
średnio otrzymywanych z mniej dokładnych wieloparametro-
wych pomiarów o mało licznych próbkach miałyby być dalej 
wspólnie wykorzystywane. Nie jest jednak jeszcze ostatecz-
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Evaluation of multimeasurand parameters from 
multivariable measurements

Part 2 Corrections suggested in Guide GUM 
and rounding rules

Abstract:  In this part it is shown that rounding recommendations 
of estimators of the value, uncertainty and correlation coefficients 
recommended by the international metrological Guide GUM are not 
useful for the multidimensional indirect measurements. Mistakes 
are shortly discussed and corrections are proposed. Data of the 
GUM H2 example are properly evaluated. Recommendations 
for the proper rounding of the numerical data of multimeasurand 
obtained from samples of large and small number of observations 
are given. In multivariable measurements urgently is needed 
standardization of the evaluation and dual measurement data 
presentation – on the paper and by e-publishing. That allows 
numerical review of the multi-dimensional data, their wide 
dissemination and unlimited in time storage.

Keywords: uncertainty, multidimensional indirect measurements, 
data correlation
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nie określona procedura, którą w takich pomiarach pośred-
nich można zalecić do zaokrąglania niepewności i elementów 
macierzy kowariancji i korelacji do dwu lub jednej cyfry 
znaczącej, rekomendowanych przez GUM dla skalarów, tj. 
poniżej progów jednolitego zaokrąglania.

Zarówno w fi zyce, jak i w metrologii, jak również we 
wszystkich pomiarach wieloparametrowych w innych dzie-
dzinach powinno się stosować metody statystyki najwła-
ściwsze dla danego przypadku [5].
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