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Wyznaczanie parametrow multimezurandu
z pomiarow wieloparametrowych
Czesé 2. Reguty zaokraglania.
Niescistosci w Przewodniku GUM
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Streszczenie: W czgsci 2. wykazano, ze zalecenia migdzynaro-
dowego Przewodnika metrologicznego GUM dotyczace jednolite-
go zaokraglaniu estymatoréw wartosci, niepewnosci i wspétczyn-
nikéw korelacji nie sg wystarczajace dla multimezurandu w po-
Srednich pomiarach wieloparametrowych. Oszacowano sktadowe
impedancji przy precyzyjnym przetwarzaniu danych dla przyktadu
H.2 [3] i zaproponowano uscislenia kilku zalecern GUM. Podano
reguty zaokraglania liczbowych danych multimezurandu dla proé-
bek o réznej licznosci. Zasugerowano zamieszczenie ich w Suple-
mencie 2 przewodnika GUM.

Stowa kluczowe: pomiary posrednie wieloparametrowe, niepew-
nos¢, multimezurand, korelacja danych

Wprowadzenie

W badaniach naukowych wystepuja coraz czedciej jednoczesne
pomiary wieloparametrowe, z ktérych posrednio wyznacza si¢
inne wielkosci. Oficjalne dokumenty i przewodniki metrologicz-
ne, w tym GUM [2, 3] o wyrazaniu wynikéw pomiaréw ma-
jace na celu stworzenie jednolitych standardéw, dotycza tylko
mezurandu jako wielkoséci pojedynczej. Zapowiadany od lat
Suplement 2 GUM [3, 4] dla pomiaréw wieloparametrowych
jest w koncowym stadium opracowania. Zalecenia punktéw
7.2.5, 7.2.6 i przyklad H.2 z Aneksu H w GUM sa tak sfor-
mulowane, ze sprawiaja wrazenie, iz uogélnienie na przypadek
wielowymiarowy jest bardzo proste. Wymaga to krytycznego
przeanalizowania i sformutowania propozycji uscislen zwiaza-
nych z pomiarami wieloparametrowymi.

Réwniez w publikacjach naukowych spotyka si¢ niepopraw-
ne oceny niepewnosci i nierzetelnie lub niewladciwie podane
wspotczynniki korelacji dla danych uzyskanych w wielowymia-
rowych eksperymentach pomiarowych [8, 9], co uniemozliwia
numeryczng weryfikacje tych wynikéw.

W czgéci 1. podano zasady otrzymywania estymatoréw war-
tosci, niepewnosei typu A i korelatora dla n wielkosci, czyli dla
multimezurandu o n sktadowych. Jego dane wyznacza si¢ po-
$rednio z wynikéw jednoczesnych pomiaréw m wielkosci. Do
opisu uzyto algebry wektoréw losowych, ktérej podstawy teore-
tyczne mozna znalezé w podrecznikach statystyki matematycz-
nej [5, 12]. Rozwazania zilustrowano przykladem dla mezurandu
o dwdch sktadowych, otrzymanego za pomoca przeksztalcenia
liniowego. Omoéwiono tez przyczyny znieksztalcania danych nu-
merycznych pomiaréw wieloparametrowych przy ich zaokragla-
niu i prezentacji. Nieprawidlowosci te sa spowodowane przez:

(i) podawanie Srednich wartosci sktadowych wektora i ich
niepewnosci, z pominieciem macierzy korelacji;

(i) nadmierne zaokraglanie wsp6lezynnikéw korelacji, co po-
woduje, ze macierz korelacji przestaje by¢ dodatnio okre-
Slona i obszar opisujacy rozrzut obserwacji pomiarowych
nie jest elipsoida;

(ili) przy nadmiernym zaokragleniu wyjsciowego wektora Sred-
niego, jego koniec wychodzi na wiele odchylen standar-
dowych poza granice przetworzonego obszaru rozrzutu
niezaokraglonych (surowych) wynikéw obserwacji pomia-
rowych. Obszar charakteryzujacy rozrzut konca wektora
powinien by¢ z nim zwiazany. Po zaokragleniu danych
elipsoida wpisana w prostopadloécian niepewnosci powin-
na obejmowaé¢ mniejsza elipsoide (dla danych niezaokra-
glonych).

Przetwarzajac dane wejsciowe pozyskane w jednoczesnych
pomiarach wieloparametrowych, nalezy zminimalizowa¢ straty
informacji. W artykule zostanie przeanalizowany przyktad H.2
z publikacji GUM-2008 [3] dotyczacy pomiaréw (posrednich)
parametréow dwdjnika impedancyjnego i poréwnany z wynikami
obliczen przedstawianymi przez autoréw. Prezentowane przy-
klady umozliwiaja oceng, jak dalece podejscie opracowane przez
V. Ezhele dotyczace podstawowych badan fizycznych mozna
przystosowaé dla potrzeb metrologii i techniki pomiarowe;j.

Krytyczna analiza zalecen
Przewodnika GUM-2008 dotyczacych
pomiaréw wieloparametrowych

Wzmiance na temat pomiaréw wieloparametrowych w prze-
wodniku GUM towarzyszy przyklad (tab. H.2), dotyczacy
wyznaczania sktadowych impedancji dwéjnika w posrednich
pomiarach wieloparametrowych. Zalozono, ze niepewnos¢ typu
B, obejmujaca szacowane w eksperymencie nieznane a prio-
ri oraz nieusuwalne, stale i regularnie zmienne pozostato-
Sci systematycznych bledéw instrumentalnych, jest znacznie
mniejsza od niepewnoéci typu A, opisujacej losowe rozrzuty
wynikéw pomiaréw wielkosci wejéciowych X.. Abstrahuje si¢
tez od uwarunkowan realizacji instrumentalnej przewidzia-
nego w przykladzie precyzyjnego pomiaru fazy. W tab. H.2
podano wyniki pigciu 5-cyfrowych, jednoczesnych obserwacji
pomiarowych g, sinusoidalnego napigcia U, pradu I1i przesu-
niecia fazy ¢ dla liniowego dwdjnika impedancyjnego. Surowe
wyniki pomiaréw sa tu malolicznymi prébkami o zaledwie 5
elementach, pobranymi z populacji mozliwych wartosci kazdej
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z mierzonych wielkosci wejsciowych U, I, ¢. Z pomiaréw skla-
dowych wektora wejéciowego X =[U, I,p|T nalezy wyznaczyé¢
posrednio sktadowe wektora wyjéciowego Y =R, X, Z]T dwoj-
nika. Parametry tych wektoréw powiazane sa nastepujaco:

R=(U/I) - cosp, X=(U/I) - sinp, Z=U/I (1)

Tylko dwa z nich sa niezalezne, gdyz Z%=R?+ X2

Tabela H.2 Wielkoéci wejsciowe
Numer pomiaru U (V) I (mA) ¢ (rad)
1 5,007 19,663 1,0456
2 4,994 19,639 1,0438
3 5,005 19,640 1,0468
4 4,990 19,685 1,0428
5 4,999 19,678 1,0433
Srednie [Q] 4,999 19,661 1,0445
¢[Q] 0,0072 0,0212 0,0017
-0,36 0,86
Wsp(')lczyr}fliki 0,36 0,65
korelacji
0,86 -0,65
i jej wartosci whasne 4, [2,26846; 0,657234; 0,0743036]

W tab. H.2 zaczerpnigtej z GUM podano obliczone dla
probek o pieciu obserwacjach pomiarowych: wartoéci srednie
Q=[U, I, ¢ sktadowych wektora wejéciowego X, ich ekspery-
mentalne niepewnosci standardowe i elementy macierzy kore-
lacji Coerzr[Q]7 zwanej tez korelatorem. DodaliSmy jeszcze
wartodci wlasne A, tej macierzy. Sa to pierwiastki réwnania
charakterystycznego det(r[Q]-14)=0. Wyznacznik macierzy
i najmniejsza z jej wartosci wlasnych jest dodatnia, czyli ele-
menty tej macierzy zaokraglono poprawnie i jest ona dodatnio
okreslona, a obszar rozrzutu jej danych dla okreslonej gestosci
prawdopodobienstwa mozna modelowaé elipsoida.

Dane takie jak w tab. H.2 mozna otrzymac nie tylko dla
pomiaréw pojedynczego egzemplarza dwdjnika o rozrzutach
wynikajacych z nieustabilizowanych warunkéw pomiaru i wply-
wow otoczenia, ale i przy sprawdzaniu 5 egzemplarzy. Wowczas
wyniki dla kazdego dwdjnika moga by¢ rézne, ale przy odpo-
wiedniej organizacji warunkéw pomiaru beda si¢ powtarzac.
W tym przypadku dla losowego zastosowania zbioru dwdj-
nikéw w ukladach okredla si¢ statystycznie takie ich parame-
try, jak Srednie i maksymalne wartosci i tolerancje. Natomiast
wspdélezynniki korelacji mozna potraktowaé jako $rednie dla b
dwojnikéw, otrzymane z badan serii produkeyjnej. To zadanie
pomiarowe bedzie miato inne wymagania przy zaokraglaniu.

Przy probkach danych o malej liczbie obserwacji po-
miarowych, dokladnosci parametréow statystycznych dla
zmierzonych wielkosci wejéciowych sa mate. Wzgledna nie-
pewnosé eksperymentalnej niepewnosci standardowej wy-
znaczonej z probki o N pomiarach réwna jest w przyblizeniu
a[s(@)]/o(@) = [2(N =1)]">. Z tab.E1 w p. E 4.3 GUM wy-
nika, ze dla probki o zaledwie N=5 elementach osiaga ona az
36 %. Liczby znakéw dziesietnych dla wartosci parametréw
wielkosci wejéciowych mierzonych bezposrednio i wyjsciowych
— wyznaczanych z nich posrednio — powinny nawiazywa¢ do
tych niedoktadnosci.

Dalsze rozwazania w niniejszym artykule dotycza popraw-
nosci obliczen (w tym zaokraglania) przy wyznaczaniu cyfro-
wych wartoéci parametréw wektora wyjsciowego Y=[R, X, ZJT.
Dlatego tez parametry wektora X =[U, L,p]T obliczone z pré-
bek o tak nielicznych danych potraktowane zostana tak jak
dla N—oo, czyli dla catej populacji X, tj. Q=X, s[Q]= o[X]
ir[Q=r[X].

Dla danych z tab. H.2 wyznaczono parametry statystycz-
ne wektora [U, I,p]T obliczone z duzo wyzsza precyzja niz
w GUM. Po jednolitym zaokragleniu do 6 cyfr otrzymano od-
chylenia standardowe:

0[X]y, = [0,00717635, 0,0211778, 0,00168167]

oraz korelator

1 -0,355311  0,857624
Cor',, = -0,355311 1 -0,645111
0,857624 -0,645111 1

o wartoéciach wlasnych 2,26085; 0,662178; 0,0769676.

Tymi samymi metodami, jak w przykladzie H.2 GUM,
oszacuje si¢ wektor éredni Y = [R, X, Z]7, ale z wigksza
precyzja obliczen i przy $cistym stosowaniu zasady podanej
w [11], tj. by przy jednolitym zaokraglaniu do kolejnego wyz-
szego znaku dziesigtnego kontrolowaé, czy dla zadanego praw-
dopodobienstwa obszar rozrzutu przetworzonych surowych
danych wejsciowych jest nadal elipsoidalny, a koniec wektora
Y pozostaje w jego wnetrzu.

W stosowanej w przykltadzie H.2 metodzie 1 wartosci
elementéw R, X,Z wektora éredniego’Y uzyskuje sic przez
podstawienie wartosci érednich do podstawowego réwnania
pomiaru (1). Do oceny macierzy kowariancji wektora wyj-
§ciowego [R, X, Z)T niezbedna jest macierz wrazliwodei S,
wyznaczona analitycznie jako:

cosp /I ~Ucosp/I* -Using/I
S, =|sing/I -Using/I* -Ucosp/I
1/1 -u/r 0

Macierz ta jest zdegenerowana, gdyz pierwsze dwie kolum-
ny sa od siebie zalezne. Jej wyznacznik jest wigc réwny zeru.
Przy niezbyt duzych wartoéciach niepewnosci przyjmuje sie
liniowa, propagacje niepewnoéci wektora [R, X, Z]T i wedlug
wzoru (4) z czedci 1 [11] oblicza sie macierz kowariancji

Covy, = S,,- Covy, [S

]

gdzie [S_]T

Podobnie jak S, réwniez i Covy, bedzie zdegenerowana.

— macierz S transponowana.

Po obliczeniu jej elementéw z najwyzsza precyzja komputera,
z zaleznosci: Cor’H3:0C0VH30T wyznaczono nowy korelator
Cor’y, z elementami niediagonalnymi o 15 cyfrach po przecin-
ku i wartoéciach wlasnych (2,40377; 0,596227; 9,30849x 10717
[9] Jest to macierz dodatnio okreSlona, gdyz jej najmniejsza
warto$¢ wlasna jest nieco wigksza od 0. Po dalszym jednoli-
tym zaokragleniu jej elementéw nadal otrzymuje si¢ macierz
o symetrycznej diagonalnie formie, ale o ujemnych wartosciach
wlasnych. Po zaokragleniu wspélczynnikow korelacji tylko do
3 cyfr po przecinku otrzymuje si¢ macierz Cory, identyczng
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z macierzg Cory, podang w tab. H.4 z GUM, ktéra ma ujem-
na najmniejsza wartos¢ wiasna. Tak wigc mimo poczatko-
wo dobrze postawionego zagadnienia, uzyskano zagadnienie
zle zdefiniowane! ,Zwyrodnienie” jest wynikiem stosowania
uproszczonej propagacji niepewnosci i zignorowania ograni-
czenia wskutek nieliniowej zaleznodci Z2= R4 X2

Przy liniowej propagacji niepewnosci od mierzonych
wielkosci wejsciowych X, do obserwowanych wielkosci wyj-
$ciowych Y; powszechnie stosuje si¢ macierz wrazliwosci o ko-
lumnach jako gradientach wielkosci wyjéciowych wzgledem
wielkoéci wejsciowych. W przypadku ogélnym moga ukryé
si¢ wzajemne zaleznosci miedzy wielkosciami wyjsciowymi
Y. Jedli np. zachodzi ograniczenie F(Y),..,Y,) = const, to

n
ich gradienty beda zalezne liniowo:

grad(Y,)xdF/dY, + ..+ grad(Y,)xdF/dY, =0 (2)

Wystepowanie tej zaleznosci zmniejsza stopien macierzy S, .

Potrzebna jest taka procedura, w ktérej macierze Covyy,
i Cory, po zaokragleniu bytyby dodatnio okreslone. Do ob-
liczania Covy, w przyktadzie H.2 nalezy stosowa¢ aprok-
symacje szeregiem Taylora co najmniej II rzedu, a do oceny
korelacji miedzy wielko$ciami wyjsciowymi — az IV rzedu [8].

Metoda 2 szacowania wartosci parametréw wyjsciowych
polega na bezposredniej propagacji surowych danych wejscio-
wych tréjek jednoczesnych pomiardéw, by wytworzyé¢ pseu-
dosurowe dane wyjsciowe. Wyniki ostateczne wyznacza sie
z zaleznodci statystycznych. Wowczas ograniczenia i inne
ukryte zaleznosci wielkosci wyjsciowych zachodza samoczyn-
nie i nie oddzialywuja negatywnie. Tabela H.4 w GUM-2008
podaje obliczone pseudosurowe wartosci wyjéciowe o licznosci
N=5, wektor ich $rednich, wektor s[Y]y, eksperymental-
nych odchylen standardowych i macierz korelacji — zaokra-
glone do trzech miejsc po przecinku.

Tabela H.4 Wielkosci wyjsciowe Y[€2]
Numer pomiaru | R=(U/I)cosp | X=(U/D)sing Z=(U/I)
1 127,67 220,32 254,64
2 128,89 219,79 254,29
3 127,51 220,64 254,84
4 127,71 218,97 253,49
5 127,88 219,51 954,04
Srednie Y=[R, X, 2]| 127,732 919,847 254,260
s[Y ], 0,071 0,295 0,236
1 0,588 0,485
Macierz korelacji 0,588 1 0,993
Coryy,
0,485 0,993 1
o warto$ciach wlasnych| [2,40374; 0,596713; —0,000453532]

Podana w tej tabeli macierz Cory, nie jest zdefiniowana
dodatnio. Z danych wyjsciowych w tab. H.4 mozna obliczy¢
z duza precyzja macierz o elementach zaokraglonych do 9 cyfr
po przecinku

1 -0,588276856  -0,485064614

Cor',, =1-0,588276856 1 0,992507542
-0,485064614  0,992507542 1

Jej wartodci wlasne to: [2,40356; 0,596436; 2,24175-10 ®].
Jest ona okreslona dodatnio.

UWAGA! Macierz o tak duzej liczbie cyfr znaczacych
po przecinku nie moze by¢ stosowana w praktyce pomiaro-
wej. Dalsze jednolite zaokraglanie, dla skrocenia diugosci
mantys we wspbélczynnikach korelacji, spowoduje pojawienie
si¢ ujemnych wartoséci wlasnych. Trzeba wowczas stosowaé
niejednolite zaokraglanie lub tak nieznacznie zmieniaé ele-
menty macierzy Cor’y,, aby jej najmniejsza wartos¢ wlasna
nadal byla dodatnia.

Obliczono tez doktadniej wartosci srednie parametréw
dwojnika oraz odchylenia standardowe ich probek:

s [g,]=[0,159372; 0,660734; 0,528265].

Ocene skutecznosci oszacowania wartosci $rednich
uzyskuje si¢ przez poréwnanie wynikéw otrzymanych
w rézny sposob. Po zaokraglaniu wartosci érednich Meany;,
i Mean;, otrzymanych obiema metodami i podanych
w GUM w tab. H.3 i H4 uzyskuje si¢ jednakowa wartos$¢
Mean, ;- Zestawiono ja z bardziej precyzyjnymi wartosciami
wezedniej obliczonymi.

R X Z
Mean,,; = 127,732 219,847 254,26
Meany, = 127,73216993 219,84651191  254,25970195
Mean,, = 127,73163048 219,84689460  254,26004959

Informacje o stopniu spetniania zaleznosci fizycznej opisu-
jacej dwdjnik uzyska si¢ po wstawieniu powyzszych wartosci
do réwnania X?+Y?2-Z2= 0. Otrzymuje sie:

Test 1 Meang,: X2 +Y2 22= 0,019633 0,2= 715 (1)
Test 2 Mean,,: X2 +Y2 Z2=0,000002 0, =0,128252
Test 3 Mean,,; X2 +Y2 Z2= 0,146327 o, =0,128009

Test 1 nie daje sensownej odpowiedzi, gdyz wartosé 012
uzyskana wg zalecen GUM-2008 jest ujemna.

Test 2 nie jest miarodajny, gdyz z réwnania opisujacego
dwdjnik (prawo fizyczne) zawsze otrzymuje sie 0, a wyste-
pujaca réznica powstata na skutek zastosowania $rednich
wartosci parametréw [R, X, Z] wyznaczonych z wynikéw po-
miaréw.

Test 3 daje rozbiezno$¢ wzgledem prawa fizycznego
wieksza niz jedno odchylenie standardowe. Wynika to z za-
stosowania w obliczeniach statystycznych wartosci parame-
trow dwdjnika.

Tak wiec propagacja surowych danych, czyli propagacja
rozkladu, daje najlepsze oszacowanie macierzy kowariancji
i korelacji, ale tez najwigksze odchylenie wektora $redniego
z ,obszaru fizycznego”. Matematycznie mozna to uzasadnié¢
przez analogie, ze punkt odpowiadajacy Sredniej arytme-
tycznej punktow nalezacych do zakrzywionej powierzchni we
wspOlrzednych euklidesowych (a taka jest funkcja opisujaca
dwdjnik), nie lezy do tej powierzchni.

Wyznaczanie posrednie parametrow pojedynczej wielkosci
z jednoczesnych pomiaréw kilku innych stanowi przypadek
szczegblny pomiaréw wieloparametrowych. Moze go rowniez
dotyczy¢ wniosek z testu 3. Rodzi si¢ warta wyjasnienia
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watpliwos¢ — czy obliczanie wynikdéw pomiaru przez kolejne
przetwarzanie danych surowych jest rzeczywiscie najbardziej
dokladne [12]. Nalezy sprawdzacé, czy macierz korelacji wiel-
kosci wejsciowych jest zdefiniowana dodatnio.

Progi jednolitego zaokraglania wyrazen
liczbowych danych wieloparametrowych

Przestrzeganie wymagania, by przy przeksztalcaniu wielopa-
rametrowych danych pomiarowych zachowywaé elipsoidal-
ny rozktad ich rozrzutu o okreslonym prawdopodobienstwie
i polozeniu konica wektora $redniego wewnatrz tego obszaru
prowadzi do otrzymania minimalnej dopuszczalnej liczby
znakow dziesietnych dla jednolitego zaokraglania wartosci
liczbowych, tak jak dla wielkosci skalarnych. Te liczbe zna-
kow nazwano progiem jednolitego zaokraglania. Przy prze-
twarzaniu wektoréw losowych progi ich parametréw sa ze
soba powiazane. Z twierdzen Weila, Gerszgorina i Schura
w teorii macierzy otrzymuje sie¢ nastepujace progi [9]:

— dla elementéw macierzy korelacji

n—1
2.\

min

A > A" = Upper Integer [log,,

i#]

] 3)

— dla skltadowych wektora éredniego

n

(U) @
4-4 -T2 . .
min CL [ un itl ]

dla odchylen standardowych skladowych wektora sredniego

1
A'>A"=Upper Integer [5 log,,

U V
=A
i i (5)

A

gdzie: n — wymiar macierzy korelacji, A . — jej minimalna

min
warto$¢ wlasna, U,/unit, — warto$¢ i jednostka mierzonej
wielkoéci (np. kg, m, s, A), T%, — wspélezynnik danego
poziomu ufnosci CL (np, 68,3 %, 95 %); Upper Integer —
operator matematyczny zaokraglenia liczby do najblizszej
wyzszej liczby calkowitej (np. [5,11]=6, [5,99]=6); AC,AY,

Cth AV)r‘h _
i

AY — liczby znakéw dziesigtnych po przecinku, A§ “p

ich progi (wartosci graniczne).

Sprawdzenie poprawnosci zaokraglenia
wyhikéw przetwarzania w pomiarach
posrednich

Progi jednolitego zaokraglania, czyli dopuszczalne minimal-
ne liczby cyfr znaczacych, mozna traktowac jako wymagania
przy numerycznym przedstawianiu danych multimezurandéw
otrzymanych z przetwarzania bardzo dokladnych danych, np.
z probek o bardzo duzej liczbie elementéw N o parametrach
bliskich, jak dla populacji lub ze stalych fizycznych. Uzycie
regul wyrazonych réwnaniami (3)-(5) zostanie zilustrowane
sprawdzeniem poprawnosci wyznaczenia:
— parametréw wektoréw podanych w przykladzie H.2

z GUM, potraktowanych jak dla prébek o duzej licznosci,
— ich wartosci dla danych wejsciowych [U, Lp]T uzyskane

przy bardziej precyzyjnych obliczeniach

Dla danych wejsciowych z tabeli H.2 przy T, =1, czyli
dla jednego standardowego odchylenia, jako progu zaokra-

glania A" wg (4) otrzymuje si¢ nastepujace liczby znakéw
po przecinku:

Upperlnteger{ A" U(V)]} =

> [0,5x10g(0,75/0,0769676/0,00717642)] =3
Upperlnteger{ AM[/(mA)]} =

= [0,5x1log(0,75/0,0769676,/0,0211778%)]=3
Upperlnteger{ A" [p(rad)]} =

> [0,5x10g(0,75/0,0769676/0,0016817%)] =4

Odchylenia standardowe $rednich o[X]y, tez powinno
siec podawaé z taka sama precyzja wedlug (5), tj. zgodnie
z progami dla wartosci érednich — w tab. H.2 z GUM [0,007,
0,021, 0,0017] zamiast [0,0072, 0,0212, 0,0017]. Sprawdzono
tez, ze z (3) dla n=3 i przy minimalnej wartosci wlasnej
Apin= 0,0743036, macierz Coryy, ma prog

AC(Coryy,) = [log(1/0,0743036)] = [1,12899] = 2

Tak wiec jesli eksperymentalne dwucyfrowe wspétezynniki
korelacji wektora wejsciowego X =[U, I,¢]T z tab. H.2 do-
tyczylyby calych populacji jego sktadowych, to bylyby one
zaokraglone poprawnie. Taka samg wartoéé progu A“"=2
uzyskuje si¢ dla precyzyjnie obliczonego korelatora Cor’ys,.
Ostatecznie parametry statystyczne wektora [U, I,¢]T po-
winno si¢ przedstawiaé jako:

X Warto's'é Odchylenie Korelator

d Srednia standardowe
U 4,999 0,007 1 -0,36 0,86
I 19,661 0,021 -0,36 1 0,65
% 1,0445 0,0017 0,86 0,65 1

Progi zaokraglania A" dla sktadowych wektora [R, X, Z] T
z tab. H.4 przy T, =1, tj. dla jednego odchylenia standar-
dowego:

UpperInteger{ A" [R]} =

> [0,5xlog(0,75/2,22711x10-2/ 0,1593722)] = 5
Upperlnteger{ A[X]} =

> [0,5xlog(0,75/2,22711x 10-2/ 0,6607342)] = 4
Upperlnteger{ A"[Z]} =

> [0,5xlog(0,75/2,22711x10-2/ 0,5282652)] = 5

Korelator wektora wyjsciowego [R, X, Z]T o elementach
jednolicie zaokraglonych do 9 cyfr ma najmniejsza wartosé

whasng A . =222711x10°%, i dla tej wartoéci minimalna licz-

min

ba cyfr dla wspélczynnikéw korelacji wynosi
AYCory,) = [log(1/2,22711x10 ¥ =7,65226] =8

Tak wiec wg zalozen przyjetych w procedurze przetwarza-
nia dla dopuszczalnego zaokraglania (progdéw) dane wektora
wyjéciowego Y otrzymane z danych wektora X wynosityby

Srednic s?a(il(glayrlgz\i;e Korelator

27,73163 | 0,15937 1 -0,58827686 | —0,48506461
219,84689 | 0,66073 -0,58827686 1 0,99250754

54,26005 | 0,52826 -0,48506461 | 0,99250754 1
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Tak duze liczby cyfr znaczacych dla odchylen standar-
dowych i wspdlezynnikéw korelacji sa znacznie wigksze niz
przyjete w metrologii i nie do zaakceptowania w prakty-
ce pomiarowej, Podane tu wielocyfrowe wartoéci moga by¢
przydatne jedynie jako odniesienie opisujace przetwarzanie
danych z minimalna dopuszczalna strata informacji przy
jednolitym zaokraglaniu, otrzymywane z danych wektora X
traktowanych jako absolutnie dokladne. Eksperymentalne
odchylenia standardowe o 2 cyfrach i wspétezynniki korelacji
z tab. H.3 1 H.4 w GUM o 3 cyfrach wg zalozen tej procedury
bylyby zaokraglone nadmiernie. Nie oznacza to, ze tak jest
rzeczywiscie, i ze maja one za mala liczbe cyfr znaczacych,
gdyz dotycza parametréw statystycznych otrzymanych z pro-
bek o malej licznosci, a wige i o matej doktadnosci.

Zaokraglanie danych z prébek
pomiarowych o matej liczbie elementéw

Niezaleznie od sposobu zaokraglania, nalezy konsekwent-

ne przestrzegac¢ zachowania dodatniej okreslonosci macierzy

kowariancji i korelacji, a wiec hiperelipsoidalnego ksztaltu
obszaru rozrzutu danych o zalozonym prawdopodobienstwie.

Ponadto nalezy sprawdzaé, czy polozenie konca wektora

wyjéciowego utrzymuje si¢ wewnatrz obszaru rozproszenia

otrzymywanego po zaokragleniu przeksztalconych niezaokra-
glonych surowych wynikéw wejsciowych obserwacji pomia-
rowych.

Duze liczby cyfr znaczacych dla parametréw statystycz-
nych otrzymanych z probek o malej licznosci N nie maja
sensu. Niepewnosci ich danych eksperymentalnych sa duze
i do opisu wystarczaja mate liczby tych cyfr, np. takie jak
w tab. H.4 z GUM - dwie dla standardowego odchylenia
i trzy dla wspdlczynnikéw korelacji. Przy jednolitym zaokra-
glaniu danych korelatora ponizej progu pojawia si¢ ujemne
wartosci wlasne. Aby korelator pozostal dodatnio okreslony,
nalezy zatem stosowaé zaokraglanie niejednolite i w rézny
sposob réownoczeénie modyfikowaé nieznacznie wartosci kilku
elementéw macierzy korelacji lub kowariancji. Dokladnosé¢
wynikéw wielkosci wyjsciowych pogorszy si¢ przy tym nie-
znacznie.

Hiperelipsoida odpowiadajaca nowym warto$ciom elemen-
tow dodatnio okres$lonej macierzy kowariancji zawsze da si¢
wpisa¢ w hiperprostokat zaokraglonych odchylen standar-
dowych, np. do dwoéch znakéw. To samo dotyczy wpisania
nowej elipsoidy korelatora w kwadrat o boku 1. Zbyt duze
zmiany wspélczynnikow korelacji nie sa pozadane w przy-
padkach, gdy przewiduje sie, ze caly wektor skorelowanych
wielkosci wyjsciowych lub kilka z jego sktadowych beda
precyzyjnie przetwarzane dalej. Nie natrafiono na ogdlny
algorytm postepowania, ktéry mozna by stosowaé do za-
okraglania dla kazdego z przypadkéw do liczby znakéw po-
nizej progu.

Dla precyzyjnie przetworzonych danych z przyktadu H.2
z GUM wyprébowano dwa sposoby:

— metoda 1 — utrzymanie stalych wartosci niediagonalnych
elementéw macierzy kowariancji jak dla zaokraglania pro-
gowego. Odchylenia standardowe zaokraglano w gore do
31 2 cyfr po przecinku i kompensowano zmniejszeniem
wspolezynnikow korelacji wg zaleznosci

k* _OROXk ) k*yzoRO-Zk'7 ki:axozk

- RZ + _+ RZ XZ +
RX o' o RX oto o O-Z

X7

S+

+ ot
RX

gdzie znaki w indeksach gérnych oznaczaja kierunek zmian.

— metoda 2 — odrzucenie dalszych liczb po ostatniej zadanej.
Sprawdzano tez, czy zaokraglone wyniki maja dodatnio
okreslony korelator i znaleziono wzgledna odleglo$¢ pomieg-
dzy koncami wektora zaokraglonego i niezaokraglonego wg
wzoru Mahalanobisa x? [11].
W metodzie 1 (wg Z.L.W.) otrzymano:
— po zaokragleniu do 3 cyfr

Wartosci srednie Sgi?{ﬁgg‘ije Korelator

127,732 0,160 1 -0,586 -0,483
219,847 0,661 -0,586 1 0,991
254,260 0,529 -0,483 0,991 1

Wartosci wlasne: [2,39983; 0,598631; 0,00154204]

x> 8,39

— po zaokragleniu do 2 cyfr

Wartosci rednie sgi(jg;lgz\ixfe Korelator

127,73 0,16 1 -0,59 -0,48
219,85 0,66 -0,59 1 0,99
254,26 0,53 0,48 0,99 1
Wartosci wlasne: [2,39972; 0,598797; 0,00148649)

x2 284,0

Wspolczynniki korelacji zaokraglono standardowo. Kon-
ce zaokraglonych wektoréw sa w $rodku nowych wigkszych
prostopadloscianéw +0; obejmujacych tez elipsoid¢ danych
niezaokraglonych, a pierwszy z nich wychodzi poza nig tyl-
ko o x-1~1,9.

Dla metody 2 (wg V.E.) otrzymano:

— po zaokragleniu do 3 cyfr

Wartosci srednie sgi(jlzﬁg(r)l\i;\?e Korelator
127,732 0,160 1 -0,588 -0,485
219,847 0,661 -0,588 1 0,992
254,260 0,529 -0,485 0,992 1
Wartosci wlasne: [2,40297; 0,596499; 0,000533094]
x? 1,108
— po zaokragleniu do 2 cyfr
Wartosci srednie sgzic(ii;lggvije Korelator
127,73 0,16 1 -0,58 -0,48
219,85 0,66 -0,58 1 0,99
254,26 0,53 -0,48 0,99 1
Wartosci wlasne: [2,26846; 0,657234; 0,0743036]
x? 6,445
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Metoda 2, polegajaca na odrzuceniu dalszych cyfr, daje
mniejsze réznice potozenia konca wektora. Najmniejsze war-
tosci wlasne korelatoréw sa blizsze zeru niz w metodzie
1. Sprawdzono, ze przy odrzucaniu duzych cyfr (takze 9),
otrzymuje si¢ poprawne wyniki i korelator pozostaje dodat-
nio okreslony. Brakuje jeszcze pelnego uzasadnienia teore-
tycznego tej metody.

Dodatnio okreslony korelator z przedostatniej tabeli
i ujemnie okreslona macierz Cory, z tab. H.4 wg GUM
o elementach (-0,588; —0,485; 0,993) réznia si¢ niewiele —
tylko trzecim elementem — i to zaledwie o 0,001, tj. o 1 na
trzecim miejscu po przecinku. Zaokraglanie danych ponizej
progéw wymaga jeszcze dopracowania teoretycznego i we-
ryfikacji w praktyce.

Uscislenia proponowane w Przewodniku
GUM-2008

7 dotychczasowych rozwazan wynika, ze niektére zalecenia
i przyktad H.2 w GUM-2008 wymagaja nastepujacych usci-
§len:

— Do zalecenia 7.2.5 nalezy wlaczy¢ obligatoryjna zasade,
by po uzasadnionym metrologicznie zaokragleniu wartosci
$rednich sktadowych wektora mezurandu i ich niepewnosci
sprawdzaé, czy macierze kowariancji i korelacji sa dodat-
nio okreslone.

— Nalezy nieco skorygowac¢ fragmenty dotyczace regutl
zaokraglania danych skorelowanych (Zalecenie 7.2.6,
Przyklad H.2). W skorygowanym zaleceniu 7.2.6 nalezy
odpowiednio uwzglednié, ze ograniczenia (progi) wystepu-
jace przy stosowaniu jednolitego zaokraglania danych sko-
relowanych tworza szereg wymagan, w tym dla formatéw
komputerowych, przy przetwarzaniu wieloparametrowych
danych skorelowanych z dopuszczalna minimalng strata
informacji wskutek zaokraglania.

— Bardzo istotne dla otrzymywanego posrednio mezuran-
du jest ustalenie zasad zaokraglania parametrow ponizej
progéw z nawigzaniem do dokladnosci parametréw bez-
posrednio mierzonych wielkoéci, np. metoda kolejnego
odrzucania dalszych cyfr.

— Uzyskiwanie i sprawdzanie, czy macierz korelacji dla funk-
¢ji wyjsciowego wektora losowego o rozmiarze n, zaleznego
od m wejsciowych zmiennych jest dodatnio okreslona, pro-
ponowane poszerzenia punktow 7.2.5 1 7.2.7 Przewodnika
GUM powinny by¢ wlaczone do treSci opracowywanego
Suplementu 2.

— Suplement 2 powinien zawiera¢ zalecenia dotyczace spraw-
dzania, czy korelator jest dodatnio okreslony oraz reguly
zaokraglania dla prébek o réznej licznosci N.

Podsumowanie i wnioski ogdlne

Prezentowana publikacja i poprzedzajaca ja cze$é¢ 1 [11]
mialy za zadanie przyblizy¢ czytelnikom problematyke
obliczania wynikéw pomiaréw wieloparametrowych oraz
przeanalizowaé, czy zaproponowana przez V. Ezhele [6-9]
procedura przetwarzania danych badan fizycznych z mini-
malna dopuszczalna strata informacji przy zaokraglaniu,

moze znalezé szersze zastosowanie w pomiarach poérednich

wieloparametrowych. Oméwiono ja na tle aktualnych zale-

cen Przewodnika GUM dotyczacych pomiaréw wieloparame-
trowych. Istota tej procedury sa wymagania przyjete przy
przetwarzaniu skojarzonych danych, tj.:

— zachowanie dodatnio okreslonych macierzy kowariancji
i korelacji skutkujace wielowymiarowym normalnym roz-
kladem prawdopodobienstwa,

— utrzymanie konca wektora sredniego multimezurandu
wewnatrz obszaru rozrzutu danych niezaokraglonych
o zadanym prawdopodobienstwie, ograniczonego hiper-
elipsoida;

— jednolity, podobny jak dla skalaréw, sposéb zaokraglania
estymatoréow wartoéci i niepewnosci.

Dla danych pomiarowych z przykitadu H.2 w GUM wy-
znaczono z duza precyzja wartosci liczbowe estymatorow
sktadowych wektora éredniego, ich niepewnosci i wspoél-
czynniki korelacji. Traktujac je jak dane uzyskane z probek
o bardzo duzej liczbie pomiaréw, a wiec o parametrach bli-
skich jak dla populacji, zaokraglono je w sposéb jednolity
wg powyzej podanych wymagan. Podano ogélne wzory dla
progéw jednolitego zaokraglania i przyktady ich stosowania
przy przetwarzaniu parametréw multimezurandu Nastepnie
dwiema metodami dokonano dalszych niejednorodnych za-
okraglen ponizej tych progéw, az do 3 i 2 cyfr znaczacych
dla niepewnosci i wspotezynnikéw korelacji, tj. do poziomu
doktadnosci danych z 5-elementowych préobek z przyktadu
H.2. Zaproponowano dodanie i usci$lenie w Suplemencie 2
Przewodnika GUM zalecen i procedury obliczen wartosci
oczekiwanych i niepewnosci wynikéw pomiaréw wielopa-
rametrowych.

7 podstaw teoretycznych i przykladéw oméwionych
w [11] i powyzej wynika, ze zestaw danych, niezbedny do
poprawnego wyrazenia i oszacowania wyniku pomiaru loso-
wej wielkosci wektorowej powinien zawierac:

— wektor $redni, tj. o wartosciach $rednich jego wspotrzed-
nych,

— wektor odchylen standardowych tych wartosci wraz
z oszacowaniem ich doktadnosci,

— dodatnio okreslona macierz korelacji,

— wigksza od zera minimalng warto$¢ wlasna macierzy ko-
relacji,

— informacje¢ o uzytej precyzji przy numerycznym oblicza-
niu wartoséci wlasnych macierzy korelacji.

Przy poshugiwaniu si¢ taka struktura nie wystarczy ko-
rzystaé z procedur dla pomiaréw pojedynczej wielkosci
mierzonej. Przy kazdym przeksztalcaniu danych wielopa-
rametrowych nalezy Sledzi¢ zmiany granic obszaru ich roz-
rzutu i polozenie wierzchotka wektora $redniego wewnatrz
tego obszaru rozproszenia danych.

Zaprezentowany w pracy, przeznaczony dla wielopara-
metrowych badan fizycznych sposéb doktadnego przetwa-
rzania wieloparametrowych danych losowych mozna jedynie
czedciowo zaadoptowad dla metrologii o najwyzszej doktad-
nosci. Szersze jego stosowanie mogloby dotyczy¢ pomia-
réow o niepewnosci typu A poréwnywalnej lub wigkszej od
niepewnosci typu B i przypadkéw, gdy dane wielkoSci po-
srednio otrzymywanych z mniej doktadnych wieloparametro-
wych pomiaréw o mato licznych probkach mialyby by¢ dalej
wspdélnie wykorzystywane. Nie jest jednak jeszcze ostatecz-
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nie okre$lona procedura, ktéra w takich pomiarach posred-
nich mozna zaleci¢ do zaokraglania niepewnosci i elementéw
macierzy kowariancji i korelacji do dwu lub jednej cyfry
znaczacej, rekomendowanych przez GUM dla skalaréw, tj.
ponizej progéw jednolitego zaokraglania.

Zarowno w fizyce, jak i w metrologii, jak réwniez we
wszystkich pomiarach wieloparametrowych w innych dzie-
dzinach powinno si¢ stosowaé¢ metody statystyki najwla-
Sciwsze dla danego przypadku [5].
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Evaluation of multimeasurand parameters from
multivariable measurements
Part 2 Corrections suggested in Guide GUM
and rounding rules

Abstract: In this part it is shown that rounding recommendations
of estimators of the value, uncertainty and correlation coefficients
recommended by the international metrological Guide GUM are not
useful for the multidimensional indirect measurements. Mistakes
are shortly discussed and corrections are proposed. Data of the
GUM H2 example are properly evaluated. Recommendations
for the proper rounding of the numerical data of multimeasurand
obtained from samples of large and small number of observations
are given. In multivariable measurements urgently is needed
standardization of the evaluation and dual measurement data
presentation — on the paper and by e-publishing. That allows
numerical review of the multi-dimensional data, their wide
dissemination and unlimited in time storage.

Keywords: uncertainty, multidimensional indirect measurements,
data correlation
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